Chapitre I'TC2 : Preuves d’algorithmes W

Exercices

Exercice ITC2.1 : Tri a bulles [*]

On dispose d’une liste L de nombres; on veut la trier dans 'ordre croissant. On propose ’algorithme suivant :

1 n <— longueur de L

2 pour i allant de 1 a n-1 faire

3 je—i

a x «— L[i]

5 tant que j>0 et L|j-1]>x faire
6 Lfj] «— L{i-1]

7 j—j1

8 fin tq

9 L[j] +— x
10 fin pour

1. Prouvez que la boucle Tant que se termine.

2. On considére une liste L = [4,7,2,3,1]. Exécutez & la main cet algorithme sur la liste L en donnant ce
que vaut L a la fin de chaque itération de la boucle principale.

3. Proposez alors (sans démonstration) un invariant de cette boucle permettant de prouver que la liste est
bien triée a la fin. ‘

Exercice ITC2.2 : Somme des termes d’une liste [**]

L’algorithme suivant calcule la somme des termes d’une liste L, c’est-a-dire Zf:ém_l L[k] -

1 somme <— 0
2i+—0

3 n <— longueur de L
4 tant que i<n faire
5 i+— i+l
6 somme «— somme+L[i]
7 fin tq

8 retourner somme

Dans le suite on notera n la longueur de la liste L.
1. Montrez que ’algorithme se termine a ’aide de la fonction de terminaison 7' = n — i.

2. Montrez que
i—1
I: somme = ZL[!@] eti<n
k=0
n’est pas un invariant de cette boucle; on pourra se contenter de regarder ce qui se passe a la fin du
premier passage dans la boucle.

3. Corrigez ’algorithme, et montrez que maintenant I est un invariant de la boucle.

4. Déduisez-en que ’algorithme renvoie bien la valeur souhaitée.

. a

On considere la fonction suivante en Python, qui prend deux entiers a et b positifs :

def produit(a,b):
p=0




q=b

while g>0:
p=p+a
q=q-1

7 return p
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1. Montrez que la boucle se termine a ’aide de la fonction T = q.
2. Montrez que la proposition
I:p=ax(b—q)etqg>0
est un invariant de la boucle.

3. Déduisez-en que la fonction renvoie bien le produit de a par b.

On propose un autre algorithme plus compliqué :

1 |def produit2(a,b):

2 p=0

3 puissance=a

4 q=b

5 while g>0:

6 if gk2==1:

7 p=p+puissance

8 puissance=puissance*2
9 q=q//2

10 return p

4. Démontrez que cet algorithme se termine.

5. Montrez que J : {p + puissance * ¢ = a x b et ¢ > 0} est un invariant de cette boucle.

6. Déduisez-en la correction de cet algorithme. ‘

Exercice ITC2.4 : PGCD de deux entiers strictement positifs [***]

Soient a et b deux entiers strictement positifs. Le PGCD de a et b est le plus grand entier qui divise a la fois a
et b. Par exemple, PGCD(6,8) = 2.
On propose 'algorithme suivant pour calculer le PGCD de a et b :

1u<—a

2 v+—D>b

3 tant que u est différent de v faire
4 si u>v alors

5 ‘ u<4+— u-v
6 sinon

7 | v—vu
8 fin si

9 fin tq
10 retourner u

1. Justifiez que u et v ne peuvent pas étre nuls a la fin de la boucle. Déduisez-en qu’ils ne sont jamais nuls.
2. Montrez que la boucle se termine a 'aide de la fonction T = maz(u,v) — 1
3. Montrez que

I: PGCD(a,b) = PGCD(u,v)

est un invariant de la boucle.

4. EN déduire la correction de cet algorithme. ‘

Exercice ITC2.5 : Recherche par dichotomie dans un tableau trié [***]

On dispose d’une liste L triée par ordre croissant, et d’un nombre a présent dans la liste. On cherche & connaitre
Pindice d tel que L[d] = a. On propose la fonction Python suivante :




| | def index_element(L,a):
2 g=0

3 d=len(L)-1
1 while d>g:

5 m=(d+g)//2
6 if L[m]<a:
T g=m+1
8 else:

9 d=m

10 return d

Si la liste ne contient que 1’élément a, il est évident que I'algorithme fonctionne sans passer par la boucle, car
initialement g = d = 0. On se place donc dans le cas ol len(L) > 2.

1. Montrez que la boucle se termine a ’aide de la fonction T'=d — g.
2. Montrez que
I:Ligl<a<Lldetg<d
est un invariant de la boucle.

3. Déduisez-en que l'algorithme est correct.




Corrections des exercices

Corrigé de l'exercice ITC2.1 : Tri & bulles [¥]

1. Il est évident que T = j est une fonction de terminaison de cette boucle.

2. A chaque tour de boucle, I'algorithme considére un élémente de plus (en commengant par le second) et le fait
“remonter” dans la liste tant qu’il est plus petit que son terme précédent :

itération L
1 [4,7,2,3,1]
2 [2,4,7,3,1]
3 (2,3,4,7,1]
4 [1,2,3,4,7}

3. Il semble bien que la propriété "La sous-liste comprenant les termes de la liste entre 0 et i est triée” soit un
invariant de cette boucle. A la fin, ¢ = n — 1 donc toute la boucle est triée.

Corrigé de I’exercice ITC2.2 : Somme des termes d’une liste [**]

1. T est a valeurs entieres, décroit de 1 a chaque passage dans la boucle, et la boucle s’arréte lorsque 7' < 0 donc
c’est une bonne fonction de terminaison.

2. Apres un passage dans la boucle, on a i = 1 et somme = L[1] au lieu d’avoir somme = L[0] car on a incrémenté
i avant d’ajouter L[i] & somme.

3. On passe la ligne i+i+1 apres la ligne somme+somme+L [i]. Montrons alors que I est un invariant de la boucle.
Tout d’abord, au début i =0 < n et somme =0 = Z,;:lo L[k] : ¢’est bon.
Si on est dans la boucle, on sait déja que i < n au début donc ¢« < n a la fin car on a ajouté 1 & i. De plus, au

début, somme = 2;01 L[k] en notant ¢; la valeur de i au début de la boucle et iy = ¢; +1 a la fin. Au cours de la
boucle on effectué somme — somme + Lli;] donc a la fin somme = >_;'_ L[k] = >, Bl L[k] donc la proporiété
reste vraie.

4. Ala fin : somme = 2_:10 L[k] et i < n et i > n (terminaison de la boucle) donc i = n et somme = Z;& LI[k].

Corrigé de I'exercice ITC2.3 : Produit de deux entiers positifs [**]

1. T est une fonction a valeurs entieéres.
A chaque passage dans la boucle, ¢ diminue de 1 donc T est strictement décroissante.
La boucle se termine lorsque ¢ < 0 soit 7' < 0
Donc T est une fonction de terminaison de la boucle, donc celle-ci se termine.

2. Initialisation : au départ, ¢ = b donc a x (b — q) = 0 = p et de plus b > 0 par hypothese donc ¢ > 0.
Supposons que I soit vraie au début d’une itération. Notons p;, g; les valeurs au début de la boucle et py, ¢; a la
fin. Alors par hypothése p; = a.(b—g¢;) et de plus ¢; > 0 puisque la condition de départ a été vérifiée, donc ¢; > 1.
Alafin,onaqgr=¢ —1douontire g > 0. Deplus, py =p;+a=a.(b—¢)+a=a(b—¢+1)=a.(b—gqy)
puisque ¢f = ¢; — 1. On en déduit que la condition I reste vraie a la fin de la boucle, c’est donc un invariant de
la boucle.

3. Une fois la boucle terminée, on a donc : p = a.(b—¢q) et ¢ > 0 et ¢ < 0 (condition de sortie) donc ¢ = 0 et
p = a.b.

4. T = q est une bonne fonction de terminaison (& valeurs entiéres car ¢ subit une division entiére, strictement
décroissante car pour tout entier ¢ > 1 on a ¢//2 < ¢, et T' < 0 = la boucle se termine).

5. Initialisation évidente avec les valeurs avant la boucle.

Supposons que J soit vraie au début d’une itération. Notons p;, ¢;, puissance; les valeurs au début de la boucle
et pr,qr,puissancey a la fin. Alors par hypothese p; +puissance; *¢; = a*b et ¢; > 0 par la condition de boucle.
On va séparer deux cas :

by = Di
— si ¢; est pair, alors < g =4 donc py + puissancey * q¢f = p; + (puissance?) *q; /2 =
puissancey = puissancef

p; + puissance; x q¢; = a * b par hypothese



Dy = p; + puissance;

— si g; est impair, alors q gy = ‘”—2_1 donc py + puissances * qf = p; + puissance +
puissancey = puissancef
(puissance?) * (q; — 1)/2 = p; + puissance; + puissance; * (q; — 1) = a * b par hypothése

De plus dans les deux cas ¢; > 0 = gy > 0. Donc J est vraie a la fin de l'itération.
Conclusion : J est un invariant de la boucle.

6. Apres la boucle, on a donc p+ puissancexq=axbet ¢ <0et ¢ > 0doncg=0etp=axbcequiest le résultat
recherché.

Corrigé de I'exercice ITC2.4 : PGCD de deux entiers strictement positifs [**¥]

1. Si u est modifié dans la boucle, c’est pour prendre la valeur u — v, or si on est dans la boucle c’est que u # v
donc u ne peut pas prendre la valeur 0. Il en est de méme pour v.

Donc tout au long de l'algorithme, w et v seront des entiers strictement positifs.

2. T est a valeurs entieres car u et v sont entiers.

Pour la décroissance, soient u;,v; les valeurs initiales et uy, vy les valeurs finales. Supposons que u; > v; alors
T,=u;—letalafinonaur=u; —v <u; (car v; > 0) et vy = v; < u; donc forcément max(uyr,vy) —1 < T; :
la fonction 7" a donc diminué strictement. C’est pareil dans le cas v; > u;.

Enfin, si T' < 0 alors c’est que maz(u,v) = 1 et comme u et v sont des entiers strictement positifs, c’est que
u=wv =1 donc |u — v| = 0 donc la boucle se termine.

Remarque : ici elle peut méme se terminer avant que 7' atteigne la valeur 1.
3. Initialisation : au début u = a et v = b donc la propriété est évidente.

Soient u;,v; les valeurs au début de la boucle et ug, vy a la fin. On suppose que PGCD(a,b) = PGCD(u;,v;)
qu’on va noter p. Cela signifie que p est le plus grand entier divisant a et b, et aussi u; et v;.

Supposons que u; > v;, alors vy = v; et uy = u; — v;. Il est alors évident que tout nombre qui divise u; et v;
divise aussi us et vy, et vice-versa. Donc PGCD(uy,vs) = PGCD(u;,v;) donc PGCD(uy,vy) = PGCD(a,b).
Il en va de méme dans l'autre cas.

Donc I est un invariant de la boucle.

4. Ala fin, u = v (sortie de la boucle) donc PGC'D(u,v) =u = v (évident) donc PGCD(a,b) = u = v.

Corrigé de I'exercice ITC2.5 : Recherche par dichotomie dans un tableau trié [***]

1. T est a valeurs entiéres. Il est évident que la boucle se termine lorsque 7' < (0. Reste a prouver qu’elle est
strictement décroissante.
Pour cela, on teste les deux cas. Soient d;, g; les valeurs au début de la boucle et dy, gy a la fin. Comme g > d
dans la boucle, il est évident que g < d% < d donc avec la partie entiére : ¢ < m < d. Si L[m] < a alors & la fin
onagr=m+12>g;+1donc gr > g; et df =d; donc Ty < T;; dans autre cas on a g¢ = g; et df = m < d;
donc encore Ty < Tj.
On en déduit que T est une fonction de terminaison, donc la boucle se termine.

2. Initialement, on sait par hypothése que a se trouve dans la liste qui est triée par ordre croissant, donc L[O] <
a < L[len(L) — 1] donc la propriété est vraie.
Supposons que la propriété soit vraie au début de la boucle : L[g;] < a < L[d;] et g; < d;. Si L|m] < a alors
c’est que a se trouve & un indice strictement supérieur & m, donc L{m + 1] < a soit L{gs] < a < L[ds] donc la
propriété est vraie a la fin. Si au contraire L[m| > a alors a se trouve a un indice < m donc L[gs] < a < L[dy].
Dans tous les cas la propriété est vraie a la fin.
I est donc un invariant de la boucle.

3. Alafin, g > d et Lg] < a < L[d]. Comme le tableau est trié par ordre croissant, L[g] < L[d] = g < d. On en
déduit que g = d et donc Lig] = a = L[d].



