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Les développements limités

Les développements limités sont des outils incontournables en classes préparatoires et vous devrez
les maitriser trés rapidement. Iis permettent de remplacer une fonction par une fonction polyné-

miale beaucoup plus simple a étudier.

* Partons d’abord d’un eximvle simple : on veut calculer Ia valeur de la fonction y=(1+ x)? pour
x = 0,1. Si on remplace x directement par 0,1 dans ’expression développée 1 + 2x + x2, on cons-
tate que le terme e x? est négligeable devant les autres. En Pomettant, la valeur trouvée est 1,20
au lieu de 1,21 (valeur exacte), .hit un écart relatif de moins de 1%. Dans le cas ou x est égal a

0,01, I'écart n’est plus que de 0,0, %.

* De la méme maniére, y = (1 + x)2 = 1 + 3x + 3x2 + % peut étre approché par 1 + 3x + 3x20u
méme par 1 + 3x si x est wés petit et que ’on se contente d’une précision moindre. i
I

» D’autres fonctions, non polynémiales, peuvent étre approchées par des polynémes. Plus le nom-
bre de termes conservés est grand, meilleure sera I’approximation. Ainsi, au voisinage de 0, tan x
s’écrit :
x_3+£+ «.  (une fonction impaire se développe en puissances impaires). ' i

15
On voit ainsi pourquoi on utlise Papproximation tan x =~ x pour les petits angles en optique. En

effet, il s’agit d’un développement limité & I’ordre 1, valable dans le cas ot le terme en x? est négli-
geable devant le terme en x.
De méme, cos x s’écrit :

X+

2 4
1- %-+§4—+ .- (une fonction paire se développe en puissances paires).

On peut donc négliger les termes de dzegré supérieur & 2 pour x petit devant 1. Le développement

limité a I’ordre 2 donne : cosx = l—x?.

* Quand x est suffisamment petit, on peut donc limiter le développement aux premiers termes,
d’ott le nom de « développement limité ». ’écart entre la valeur exacte et la valeur approchée est

alors de I’ordre du premier terme négligé.

Quelques développements classiques au voisinage de x=10

(I+x) =1+a x+@x2 al'ordre 2
sin x=x (rad) alordre 1
COS X = 1—-"2—2 (rad) alordre 2 B
tan x =x (rad) alordre 1
e =1+x 4 Pordre 1
In(l+x)=x a’ordre 1




