Fiche de calcul n°9 0017A

Sommes et produits

Prérequis
Factorielle. Identités remarquables. Décomposition en éléments simples.
Fonctions usuelles (racine carrée, logarithme népérien).

Rappel

Si g est un nombre réel, si m,n € N* et si m < n, on a

. zn:k:(n—m—l—Ql)(m—s—n) .ik3:<§:k)2:n2(n4+1)2
k=1

k=m

" n 1 q'nferl ]
o nn+1)2n+1) v ) @ ———— sig#1
DI DTS S A
b—1 k=m n—m-+1 sinon.

Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul.
Calculs de sommes simples
Calcul 9.1 (Y
Calculer les sommes suivantes.

n+2 n
a) Zn .......................... c) Z(3k+n—1) ................

k=1 k=1

n+2 n—1

k—4

b STk Q) (T) ...................

k=2 k=2
Calcul 9.2 00
Méme exercice.

n n

a) Y k(k+1) o dy Yok

k=1 k=0
b) Y (4k(E*+2) e) Y (Th+4k—n+2) ...........

k=0 k=1

n—1

1 2 n
k B RN

c) ;3 ......................... ) gt g
Calcul 9.3 — Produits. o

Calculer les produits suivants, ot p et ¢ sont des entiers naturels non nuls tels que p > q.

k=p k=1
n 10
by [[3" d I x-
k=1 k=-—10
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Avec des changements d’indice

Calcul 9.4

Calculer les sommes suivantes en effectuant le changement d’indice demandé.

a) Zn—}—l—k avec J=mn+ 1=k oo
k=1

"1 1
b S | = 3
) kzz:lk I g avec j = n +

c) Zka AVEC J =k — Lo
k=1

n+2

d) Z(k — 23 avec J =k — 2
k=3

Sommes et produits télescopiques

Calcul 9.5 — Sommes télescopiques.

Calculer les sommes suivantes.
n+2

n
. . k
3 — 3 ................
a) Z(kj—i—l) B oo c) Z(k+1)'
k=2 k=1
n 1 n
b = e d EXE oo
) Y (1 + k) ) Z
k=1 k=1
Calcul 9.6 — Produits télescopiques.
Calculer les produits suivants.
Tkl e 1
a) % ................... c) <1 — E) ............
k=1 k=2
C 2k 41 " 1
.................. 1——= ) o
o 155 o 11(1-%)
k=1 k=2

A P’aide d’une décomposition en éléments simples

Calcul 9.7

Calculer les sommes suivantes.

1
b) Zm .............................................................

k=0
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Sommation par paquets

Calcul 9.8

Calculer les sommes suivantes.

Sommes doubles

Calcul 9.9

Calculer les sommes doubles suivantes.

a) Z J o
1<i,j<n
i
by > =
1<i<jsn
o Y. (i+])
1<i<j<n
> ((+4)

Réponses mélangées

9(3"—2 —-1) 9a—p+1 srl —2m 1ot n*(n+1) n(n+ 1)(7n? + 13n + 4)
2 3 n+1 2 12
n(5n2+ 1) Looai1 sy n(n2+ 1) 7(n+ 1;(71 +4) m? 4 n
n
n(3n+1) 5 n(n+1)(4n — 1) 1
. 2 1-4 1 1
2 Bin+2) " 6 Tt D) n(n+1)
1 -1 -2 1
771(71 +1) In(n!) n(n + 1)(n2 +n+4) n(n ) (@ )(n—7) s
2 2 6 2n
1 3 1 1 o
n+1 ”24; ”<”4+ ) S —Dnm+d) oo — gl
1 2 2 1 2
n+33-28 0 n(n+1)(n+2) g(” 2y g 2(1—9ny T ("I )

» Réponses et corrigés page 101
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Fiche de calcul n°10 018A

Coefficients binomiaux

Prérequis
Factorielle. Coefficients binomiaux. Formule du binéme de Newton.

La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Manipulations de factorielles et de coefficients binomiaux

Calcul 10.1 — Pour s’échauffer. ()

Donner la valeur des expressions suivantes :

R 0 (%)

1 1
) o e 0 a7
4 5 ) Xl g ) e
Calcul 10.2 — Pour s’échauffer — bis. ()

Ecrire les expressions suivantes & ’aide de factorielles, de coefficients binomiaux et, le cas échéant, a l'aide de
puissances.

a) 6XTX8x9 ... ¢) 2x4x---x(2n) .......
b) 9%;%%23 ........... d) 3x5x--x(2n+1) ...
Calcul 10.3 — Avec des parameétres. (]
Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre k désigne un entier naturel tel que k < n.
a) (;L) (pour n>=2) ....... d) (n :;!2)! ...............
b) (g) (pour n >=3) ....... ) 7; o Z I TRRRRRRREE
c) ((:k:)) ................... f) % . % ..........
k+1
Calcul 10.4 — Avec des parameétres — bis. 00

Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre a désigne un nombre non nul.

1 1 1
n! * 2n x (n+ 1)! + 2x (n+2)!

. (3(n +1))! . (3n)!
) a3(n+1) < ((7’L+ 1)')3 - a?m < (n‘)?) .............................
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Autour du bindome de Newton

Calcul 10.5 ()

Calculer les sommes ci-dessous a ’aide de la formule du bindéme de Newton.

() 95 ()

kH( ) ........ d) En: ok+2 (Z) « 32n—k+1

k=0

IMS HM3

Calcul 10.6 00

a) Développer a l'aide de la formule du binéme de Newton (1 4+ 1)" + (1 —1)" ..........

L3)

b) Calculer Y (;) ..................................................................

p=0

Calcul 10.7 00

En utilisant la fonction  — (1 + )", ses dérivées d’ordre 1 et 2 et sa primitive s’annulant en 0, calculer

k=0 k=0
b) En: Yk En: .......
k k +1
k=0 =0
Calcul 10.8 00

a) Donner le coefficient de " dans le développement de (1 + )%™ ......................

b) En donner une autre expression en développant le produit (1 + )" (1+z)" ..........

n

2
¢) Calculer Z <Z) ..................................................................

k=0

Réponses mélangées

S . n n! x (n —3) n—1 ~ ()’
p=0 k=0
— 1 (n -2 kE+1
po Mg 6)(n b 0100 w2t (et 1)2n? - 12> 157
0 —
9 1 (n+1)3 1 9!
" — _— 720 56 15 e 6" =
(4> 30 n x (n+2)! (n+1)! 5!
_ | n+l _
n(n —1) (2n+1)! 2 1 140 2n 33n+2)(3n+1) o s ] 0
2 2" X n! n+1 n a3(n+1)2

» Réponses et corrigés page 106
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Fiche de calcul n°11

015A
Nombres complexes
Prérequis
Forme algébrique et forme exponentielle.
Pour s’échauffer
Calcul 11.1 — Ecriture algébrique. ()
Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.
a) (246)(41) oo e) (2-3)" ...
. 1
b) B—1)(4d+1i) ..oovriiiiiit. f) R
3—i
2 —3i
C A-302  e) E
) (-3 I

Q) (1= 20)(1420) oo by e F
Calcul 11.2 — Forme exponentielle. ()
Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle.
a) 12 .. e) 2%
D) =8 i ) BB i
¢) VB g) —545iV3 .
d) =2 ..o h) €5 4els ...
Un calcul plus dur
Calcul 11.3 — Une simplification. 000

1+v2+i
1+v2—i

On pose z =

a) Calculer |z] ...

b) Mettre z sous forme algébrique

¢) Calculer 22921

Réponses mélangées

5v/2e 1% 5 —119 + 120i 2¢ 1% 12

11 o 11 (2
—ﬁ—lﬁ 8e E—l—lﬁ 10e's

131 7-24 2 COS(%)ei% V3el%

1 V3.
SV
2 2
s 4 19
100 29 29
2%

4+ 32i

» Réponses et corrigés page 110
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Fiche de calcul n°12

Trigonométrie et nombres complexes

Prérequis
Nombres complexes, trigonométrie.

Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Linéarisations

016A

Calcul 12.1 ()
Linéariser :
a) cos®(x) ...l d) cos(3x)sin®(2z) ...
b) cos(2x)sin*(x) .... e) cos®(2x)cos(3z) ..
¢) cos?(2x)sin?(z) ... f) sin®(4a)sin(3z) ...
Arc-moitié, arc-moyen
Calcul 12.2 00
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme re'?, avec r > 0 et § € R) :
a) 14+e ... e) —1l—e€'s ...,
b) L+ f) 1—eltz ..............
iz 1+4¢€'s
c) et —1 ... g) Tl
d) 1+iels ... h) (14€¢)" ...
Calcul 12.3 0
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme re'?, avec r > 0 et § € R) :
a) €% et . b) elf —elz ...
Délinéarisations
Calcul 12.4 o
Exprimer en fonction des puissances de cos(x) et de sin(x) :
a) cos(3x) ...l b) sin(4x) ...............
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Factorisations

Calcul 12.5

Factoriser :

a) cos(x)+ cos(3z) ..... c) cos(x) —cos(3x) .....

b) sin(5z) —sin(3z) ..... d) sin(3z) +sin(bz) .....

Calcul 12.6 000

Factoriser :

a) sin(z) +8in(22) +8IN(3T) .ot

b) cos(x) + cos(3z) 4+ cos(Bx) + coS(TL) o ovveii

27 4m
c) cos(z) + cos x—i—? + cos x—i—? ........................................

Calculs d’intégrales

Calcul 12.7

Calculer :

Réponses mélangées

1 1 1 1 1 3 1
~1 sin(11lx) + 1 sin(5x) + B sin(3x) —3 cos(6x) + 1 cos(4x) — 3 cos(2x) + 1
1 1 ix in
g(eTr —2) 25111(5—4)6_11%4 227 cosQ7<17r—2)elz QSin(%)el%
3 . .3 ]. ]. ]. iy jl3m
4 cos’(x) sin(x) — 4 cos(z) sin®(x) ~1 cos(4x) + 5 cos(2x) — I QCOS(E)E 12
5 S5im 1 3 s 5w —T7im
2005(1—;T>e 12 1005(333) + Zcos(x) 2cos<%)elﬁ QSin(%)e >
: i i : cos(& -
2 cos(2x) cos(x) 2sin(z) sin(2x) _sin(9) + 3sin(Sz) _ sin(3z) _ 3sin(z) ——2=L (1) el
8 8 8 8 5111(&)
. 3z . »
sin( %" ) sin(2z 8
2 cos(4x) sin(x) 4 cos®(x) — 3 cos(x) 2sin(4x) cos(x) ( 2 ) - (22) sm.( z)
sin(%) 2sin(x)
cos(9z)  3cos(bx) cos(3z)  3cos(x) e +1 (1) e B 7_7T i
3 + 3 + 3 + 3 5 2cos B e'12 0 2cos ) )¢

N

)

» Réponses et corrigés page 112
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Fiche de calcul n°13

Dérivation

Prérequis
Dérivées des fonctions usuelles. Formules de dérivation.

Application des formules usuelles

Calcul 13.1 — Avec des produits.

Déterminer I'expression de f'(x) pour f définie par :

a) T€Ret f(2)= (@2 +324+2) (20 —5). oeiiiii

b) z€Ret f(x) = (2> +32+2)(x> —5). oo

¢) xERet f(o)= (22 =22 +6)exp(22). oovriiii

d) 2 €]2,+oo[et f(z) =Bz —z)In(x —2) ..o,

Calcul 13.2 — Avec des puissances.

Déterminer I'expression de f'(z) pour f définie par :

a) rE€Ret f(x) = (2% —52)°. o i

b) z€Ret flw)= (22 +4x —1)% ...

¢) zeRet f(x) = (sin(z) +2cos(@)) ..t

d) z€Ret f(x) = (3cos(x) —sin(z))> ..o

Calcul 13.3 — Avec des fonctions composées.

Déterminer P'expression de f’(z) pour f définie par :

a) rCRet f(@)=In(x® +1). oooiiii

b) ze]l,+oolet f(a)=In(In(z)). .ooovriiii i

c) TE€Ret f(x)=(2—2)exp (B 4+2). oooeiiiii

d) zeRet f(z) =exp(3sin(2z)). ..cooiiiii

008A
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Calcul 13.4 — Avec des fonctions composées — bis.

Déterminer expression de f'(x) pour f définie par :

222 — 1

R =SIN ()
a) reRet f(x) 51n(x2+1)
2 +1

b) ze€Ret f(x):cos(m2+4). ....................................

c) z€]0,mlet f(x)=/sIn(T). ...oiii

d) ze€]0,4oofet f(z)=sin(vVa@). ..o

Calcul 13.5 — Avec des quotients.

Déterminer I'expression de f'(x) pour f définie par :

a) xeRetf(x):%. .....................................
b) xe}o,+oo[etf(x):3ﬁ2. ....................................
0 xeRetf(x):%ﬁ”. ....................................
d) z €1, oo et f(m):m. ..................................

Opérations et fonctions composées

Calcul 13.6

Déterminer Pexpression de f’(z) pour f définie par :

a) x€R*et f(z) =a%sin (é) ......................................
b) J:G}—S,S[etf(x):ﬁ. ..................................
c) Jze}l,—l—oo[etf(x):ln( fi—i) ..............................
d) 2 €0, et f(z) :1n(512x). ...................................
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Dériver pour étudier une fonction

Calcul 13.7

Calculer f'(z) et écrire le résultat sous forme factorisée.

1 1
a) xeR\S,—Qetf(a:):g_x+2+x. ...........................

b) ze€]—1,4oofet flx)=a® —In(@+1) ..cooii i,

c) x€]l,+oof et f(x)zln(x2+x—2)—x e

d) ze€]—1,+o0[et fx)= x—f_l—i—x—Zln(x—i—l). .................

1+ In(x)
- 1—In(z)’

e) xz€]0,e[Ule, ool et f(x)

Réponses mélangées

(22 + 3)(2sin(z) + 3) — (22 + 3z) x 2 cos(z) N i x cos(z) — sin(x)
(2sin(x) + 3)2 2asin (x) o8 (x) xsin(z)
4 2 - 22 +2x -8 . ,2x+1 .
bz* — 6z* + 4z — 15 @2+ 1)? sin (x2 m 4) 6 cos(2zx) exp(3sin(2x))
YR ) B B (22 + 1) sin(2x + 1) + zcos(2z + 1)
8 cos“(x) — 6 cos(x) sin(zr) — 4 2 EEEmE
1 2 x? 3 9
TTn(@) 20— m@)? @1y 4(22° + 4z — 1)(3z° + 2)
62> + 2z — 11 (22° — 22 + 10) exp(2x) 5(x® — 5x)*(2x — b)
2 — 3z 2 1++3 1-v3 (4 +3)In(z) — 22 — 3
2vi(Br 122 a4l (e +=57) (e +—57) (n(2))?
2 _
~3(3cos(z) — sin(z))?(3sin(z) + cos(x)) 1—#952 (62— 1)In(z — 2) + 32 - ;
9 cos(z) cos(y/7) 6x o8 (2x2 - 1)
(9 — 22)v/9 — 22 24/sin(zx) 2\/x (2 41)2 2?2 +1
10z —5 2 o2 5 222 + 2245
G122t a) P (—22° + 3z + 1) exp(z* + ) CET e

» Réponses et corrigés page 115
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Fiche de calcul n° 14 019A

Manipulation des fonctions usuelles

Prérequis
Dérivation, équations du second degré.

Calculs de valeurs

Calcul 14.1 — Fonctions circulaires réciproques. ()

Calculer les valeurs suivantes.

1
2
. 3
arcsm(T)
b) ————L e) arctan(l) ............ ...
arccos(TS)
f) arccos(l + 1> ............
c) arccos() ............... SA
V2
Calcul 14.2 — Valeurs des fonctions hyperboliques. ()
Calculer les valeurs suivantes. On rappelle que, pour 2 € R, on pose th(z) = sh(x)/ch(zx).
a) ch(0) ... d) sh(ln(3)) ...
b) sh(0) ..., e) ch(In(2/3)) ...t
¢) ch(In(2)) «coovveiiiiiin. f) th(n(2)) ...,
Calcul 14.3 — Identités de trigonométrie hyperbolique. 00

Soient x et y des réels.

Calculer en développant soigneusement, et en simplifiant au maximum, les expressions suivantes.

a) ch(x)sh(y) + ch(y)sh(x) ..o

b) ch(z)ch(y) —sh(@)sh(y) .. .ooori

Résolution d’équations

Calcul 14.4 — Fonctions z — a“. (]

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue = € R.

9° .
a) 3*—? ............. c) 2°=3x4% ..........
b) 45 =2x2% ... ...... d) 10 =4x5%x9% ...
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Calcul 14.5 — Fonctions z — o” (plus difficile). 00
Résoudre les équations suivantes, d’inconnue = € R.

On pourra faire intervenir une équation de degré 2 en posant une nouvelle variable.

Q) 27 AT A

D) 167 — 3 X AT £ 2 =0 .o

€) 2 X 0% — 8% B =0 i

A) 37 4 32T L = 0. o

Calcul 14.6 — Equations avec les fonctions circulaires réciproques. 00

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue x € [—1, 1] pour les deux premiers calculs, et € R pour les autres.

a) arcsin(x) = % ........... d) arcsin(sin(x)) = g ......
o 1

b) cos(arccos(z)) =0 ....... e) arcsin(sin(x)) = g e
c¢) arccos(cos(z)) =0 ....... f) tan(arctan(z)) =1 ......
Calcul 14.7 — Equations avec des fonctions hyperboliques. 00
Résoudre les (in)équations suivantes d’inconnue = € R.
On rappelle que, pour = € R, on pose th(z) = sh(x)/ch(z).
a) ch(z)=+V5 ... d) chiz)<4 ...l
b) sh(z)=1 ..., e) sh(z)=23 ...,
¢) th(z) =+ £ th(z) <

TG e g e
Dérivation
Calcul 14.8 — Quelques calculs de dérivées. (]
Dériver les fonctions suivantes.
a) 2" 42 ..., ) zr—ax®
b) =z SbL ......... d) z+— 7arcsin(m) ......

5% + 1 arccos(z)
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Calcul 14.9 — Quelques calculs de dérivées — bis.

Dériver les fonctions suivantes. On rappelle que, pour z € R, on pose th(z) = sh(z)/ch(x).

a) x +— arcsin(z?)

c) x+—— arctan(th(z)) ..

b) z +—— ch(z)sh(z)

Calcul 14.10 — Deux dérivées importantes.

a) x +— arcsin(x) + arccos(z)

1

9

b) x+—— arctan(z) + arctan(

Calcul 14.11 — Des dérivées plus compliquées.

2
Dériver les fonctions suivantes. Dans ce qui suit, la fonction F' est une primitive de z — e

c) x>

1
d) = — zarctan(z) — 2

Réponses mélangées

™ In(3) 1 1 — th?(x)
N ") [ln(3 +V10), +oo[ 5 In(2) — T () () x 2z —
hl(ﬁ’{l) 3 1 In(2) 5
N =/ 2 e —t) 2 2 2
() z } 00, 5 ln(S)] 0 n(3) 1 1 x + ch(x) + sh*(x)
L4 9%kn kez
tar € T m(E-2iln(V5+2)}  z— In(2)x 2%+ 2z
u{m— 3 +2n, kez}
In(2)
- x> (In(z) + 1)z [~ In(4+v15), In(4++v15)] - 1 1- n(3) 2
) 4w sh@) 1 13
m@/3) 3 4 "7 awrs e UG T
T VT arecos(@)® x > arctan(x) z — (In(z) + 1)a"e™® x — sh(z)ch(ch(x))
157 In(3/5) + 3% In(3) . 1
{2km, ke Z} > 1 x — arcsin(z) {O, 2} ch(z +y)
In(¥7-1 T4 %km, keZ
z 0 (1 (Z) ) & J 1 m(1++v2)  sh(z+y)
" U{Z + 2km, ke )

» Réponses et corrigés page 118
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