Corrigé
TD complexes

Exercice 1
(1202)
Puisque z € U,onaz = 1/z donc

z—1 1/z2—-1 1—2z  z-1

z+1\ zZ+1 1/z+1 1+z z+1
z—1 z
puis
z+1

€ iR
z—1 !

Exercice 2

(1203)
(a) Posons z = Re(z) ety = Im(z).

z—if? 2 )2
7)1 = _z+p-1)
‘z+i|2 22+ (y+1)°

Siy > 0 alors
P4 (-1 <+ (y+1)?

donc |f(z)| < 1.Ainsy, Vz € P, f(z) € D (b) Soit Z € D.

7 z—i<:> 1+Z
= z =1
z41 1-7
avec . .
1+Z 1+2Z2-7Z-7Z olm(Z) . 1—|Z|?
1 =1 = — 1
1-2 -2z -z 1-z?
Ainsi,
VZeD,AzeP, f(z) =2
Exercice 3
(1204)

C,, et S, sont les parties réelles et imaginaires de

" i(n+1)6 i (nt1)0
Zeike s oind/2510 "3
= 0 _ = )
=0 € 1 sin 3
Ainsi
) sin 0108 g sin {10
C,, = cos — 2 et S,=sin——F0 2
n = 0 n = Sl 0
2 sing sin 5

Exercice 4



(1212)

12+ 1]% = |2 + 2Re(2) + 1

et
(Jzl +1)% = |21 + 22| +1

donc
lz+ 1| = |z| + 1 & Re(z) = |z| & z € Ry.

Exercice s
(1213)

122 =24+ V242 - V2 =4donc |z| =2.
Posons 6 un argument de z qu’on peut choisir dans

[0;7/2]

car

Onacosf = %\/Z—Fﬁdonc

cos (20) = 2cos?0 — 1 =

Re(z),Im(z) > 0.

(2+\/§) 1=

N |
o[
[\

avec

20 € [0; 7]
donc 20 = /4 puis § = /8.

Exercice 6
(1220)
Puisque la somme des racines s-ieme de 'unité, en considérant la partie réelle, on obtient

2 4
1+2(:os§+2cos§:0

Sachant cos 2a = 2cos®a — 1, on obtient que cos (27/5) est solution positive de I’équation
4r? +2r — 1 = 0 et donc
2w Vh—1

oS = = — Or cos 2a = 1 — 2sina donc
5—1 .
1—- 2sin2% = \[4 puis
5 — .
SiDQ% = et enfin la formule proposée puisque sin (7/5) > 0.

Exercice 7



(1225) ,
@jiG+1) =4>+j=-1(b) ey =-1(c)

Exercice g

(1233)
x =1 est solution de ’équation si, et seulement si, a>—2a—3=0ce qui donne a = —1 ou a = 3.
. , . -3 5 3 b .
Lorsque a = —1, les solutions de 1’équation sont 1, J2r \[, — +2\[. Lorsque a = 3, les solutions de

I’équation sont
L —3+i3VE 3+i3v3
2 2

Exercice 9
(1234)
@
S={1,-1+2il,

(b)
S={-1+1i,-3+2i,1—1,3—2i}.

Exercice 10

(1235)
@+ (3—2i) b)a=—2ib=—1+3ietc=2+i() |c—b] = |c—a|] =V13et |b—a| = V/26. Le tri-
angle est rectangle isocele.

Exercice 11
(1238)

A 0 .
r=e? 1 1= 20085616/2

.6 6
. Si cos 3> 0 alors |z] = 2cos§ et

arg (2) = § [2n],

. 0 . 0 0
sicos o = 0 alors |z| = 0. et si cos 3 < 0 alors |z| = —2cos 5t

arg (z) = g + 7 [27].

;o 0 .
2 =ef 1= Qisinieleﬂ

et la suite est similaire.



Exercice 12
(1239)

En factorisant /2 au numérateur et au dénominateur
e —1 ising/2 . 0

el +1  cosf/2 ARy

Exercice 13
(1240)
On peut factoriser

/ / ! / ’

. ! -0 ) _i0-0 0
el 16 —e 5 (el 2 +e 2 ) =2cos e'

ce qui permet de préciser module et argument en discutant selon le signe de cos

Exercice 14
(1241)
Puisque
eix + eiy + eiz — O,

en multipliant par e, on obtient

1+eo el =0

avec . = y — z et = z — x. En passant aux parties réelle et imaginaire

cosax +cosfB = -1
sinak +sinf =0
L’équation sin « + sin 3 = 0 donne
o = —fmod27 ou o = 7 + Smod27w
Si a =7 + fmod27 alors la relation cosa + cos 3 = —1 donne 0 = —1. Il reste @ = —fmod27 et alors
2cos o = —1 donne a = £27/3mod27. Par suite €/ = j ou j2 . On obtient alors aisément

1 +621a +6215 -0

puis
621:1: + tey + tez =0.



