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Exercice 4

Il y a deux fagons de faire, selon que ’on voit une ruse ou pas. Commengons sans voir la ruse :
1. Domaine de définition : soit z € R, ona —1 < sin(z) < 1 donc 0 < 1+ sinz < 2 donc la racine

. 1+sinx 1+sinz ;
ne pose pas de probleme, on a de plus 0 < ———t;l:—l—z < 1, etdonc 0 < 4/ --2il— < 1, or la fonction

arccos est définie sur [—1, 1], donc f(a) est bien définie :| Dy = R|.

La fonction = — 1 + sinx n’a pas de parité, mais par contre est périodique de période 27 donc f Iest
aussi. On va donc réduire son intervalle d’étude a [0, 27].
2. Variations et dérivée : arccos est dérivable sur | — 1, 1[ donc on va se restreindre aux = € [0, 27] tels

1 1+ sinxz . . ,
que 4/ j—SB # *£1, i.e. —+2:1—I—1i # 1, donc sinz # 1, donc z # g— De plus la fonction racine carrée

: : , . 3m
n’est pas dérivable en 0, donc on se restreint A sinz # —1, i.e. x # 5

.o , . ™ 37r . , .
Ainsi| f est dérivable sur [0, 2] — { comme composée de fonctions dérivables.

. 1 +sinx
Pour calculer sa dérivée, posons u = arccos, v(r) = /1 et w(z) = — ona donc f =uo (vow)

d’ou

f'=(wow) (o (vouw)) (1)
=w'(v ow)(u o (vow)) (2)
3)
T 3w
donc pour z € [0,27] — {=, =},
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donc [siz € [0, zr-[U]—g, 2t fla)= —petsiz E]g, —;[, Fiz) = Ak f" est constante par morceaux
donc f est linéaire par morceaux. - -
3. Tableau de variations :
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croissante ensuite.

f est périodique de période 27, on peut choisir un in

par définition des fonctions puissances on a x”
—1In2, ce qui n’est pas immédiat a résoudre : on va étudier les

morceaux, sur les intervalles trouvés précédemment :
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variations de la fonction f définie sur |0, +o00] par

flx)= e2™*Ing
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Maintenant, rusons : on a sin z = cos (—2— -~ a,) = 2 cos? ( . ) — 1 donc
o (T T T T
f(z) = arccos 4/ cos? | — — —) = arccos |cos (— — ——)l
4 2 4 2

donc on prendra z €]0, +00].

tervalle d’¢tude de la forme [a,a + 27]. Or

T LT T, T 3w , .. 3
cos (4 2) > 0si 773 € [——5,5], Le.x € [—5,—5] : on etudie donc f sur [—5—5] et on a
alors
T B
z) = arccos (cos [ — — =
f(z) cos (C()b<4 2))
Or stz € [0,7], arccos(cosz) = x et si @ € [~,0], arccos(cosz) = —z : f est alors linéaire par

f est dérivable sur ]0, +-00[ car composée de fonctions dérivables sur cet intervalle et on a, pour z €

10, +o0],
1
1 /.—ln:c
Flay= geélmlnx ¥ =
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2 T
donc fl(z) = 0 & Inz = =2 & 2 = ¢ % Posons @ = e %, onaz €0,a= f(z) < 0, et

z €]a, +oo[= f'(z) > 0, f est donc strictement décroissante de 0 exclus jusqu’a « puis strictement




Ona f(a) = —2¢! < —In2 par étude de la fonction 2 — —ze™" + In .

Limiteen 0 :

ona f(z) = 2y/zIn+/z, donc lim+ f(x) =0 > —In2 par croissance comparée, puisque /= — 0.
=0

Limite en +00 :
de méme, on voit que lim f(z) = +oc.
r—+00

Donc, par le théoreme des valeurs intermédiaires sur ]0, af , il existe un unique réel z, tel que f(z) =
~In2. De méme, par le théoréme des valeurs intermédiaires sur Ja, +-00[ , il existe un unique réel z,

1 f .
tel que f(z2) = —In2. Sonc, en posant o = e~ 2, équation f(z) = —In2 admet exactement deux
solutions réelles z; €]0, af et 2o €], +00].
Or on remarque que 1 &t g sont solutions, ce sont donc les seules :
b 54 e. IIZ%Z 1— . { ]. 1
} Uequation 7% = 5 admet exactement deusx solutions reoles : yET:

16

Probleme. Fonctions In et exp
On considére la fonction g définie sur R par

g(z) = e In(1+¢e")

x - 5 =
On désigne par (C') sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; 7', j

)

Q7. Donner sans démonstration les limites suivantes :

N .. Int ‘ In(1+¢
i) lim — i1) lim——li—(——f—-2
t—-+o00 { 50 t

Corrigé :

)| lim g = ()
Lf“’*”” t
v lr. In(1+1 o _y : .
i) 1{}}6"11( LY = 1| (étudier la dérivée de = — In(1 + x) en 0)




; ' e :
Avec les notations précédentes , comme u ne sannule pas , 7+ —— est dérivable sur R

oL
u(z)

et donc h est dérivable sur R . 1) - e5(e?) i i . "
e*le* +1)~e*(e e € & e
Ona:Vr e RA(2) = ( : L = — -
(e +1)2 146 (e*+1)2 14¢°

Ainsi /' < 0 sur R donc | h est strictement décroissante sur R I
5T

T (e 1)

o VzeRM(z)=

~1In(1 + €*) donc| lim h(x) = «? ~Inl=0

e + 1 P O

o Ainsi:| Vz € R h(z) < 0|

Qu2. Dresser le tableau complet des variations de g.

Corrigé :

Puisque : Vz € R ¢'(z) = ¢ “.h(z) ona:Vz e Rg'(z) <0
donc ¢ est strictement décroissante sur R

x e OO +00
g9'(x) +
Dot le tableau des variations suivant : 1
19 N
0

Qu3. Ecrire I'équation de la tangente 4 (C') au point d’abscisse 0 .

Corrigé :

Léquation de la tangente (7") 3 (C) au point d’abscisse 0 est : y = ¢'(0)(z—0)+¢(0) avec g'(0) = é——ln(?)
et g(0) = In2

Donc| (T) :y = (% - 111(2)) xz+In2

Qu4. La phrase suivante est-elle vraie ou fausse :
1
VYn € N*, 3lz,, € R, g(z,) = —
n

(on rappelle que 3!z signifie « il existe un unique  »)
Apporter une modification minime pour que la phrase devienne vraie (on justifiera ).

Corrigé :

: 1
La phrase suivante " Vn € N" 3z, € R g(z,) = . " est fausse car , pourn = 1,g(2) = - =1

n’admet aucune solution



Qg. Déterminer les limites de g en +o00 et —00 .
Que peut-on en déduire pour la courbe (C')?

Corrigé :

. In(l+¢€°
eOna:VzeRyg(x)=¢".In(1+¢€") = n( (Tf._,), avect=¢* — 0

e OO

donc:i lim g(x) =1
&L O

La droite horizontale d’équation y = 1 est asymptote a la courbe (C') en —o0
In(1 + e* +
n(l +e*) » 1+

1+¢* e*

eOna:VeeRyg(z)=e".In(l +¢") =

1 “{” ._?.’1‘ .
avect =14¢" — +4ooet ; =T 4+1 - 1

L OG [ B~ 4+

donc:| lim g(z) =0

T 400

La droite horizontale d’équation y = 0 est asymptote a la courbe (C') en —o¢

. Justifier que g est dérivable sur R .
q

Corrigé :

u:x — 14 e” est dérivable sur R et u(R) ¢ R™™; In est dérivable sur R
donc Inw :  — In(1 + €) est dérivable sur R
Comme w : 2 +— ¢~ est dérivable sur R , il en résulte quef g est dérivable sur R

Quo. Pour 2 € R, calculer ¢'() (attention aux erreurs de calcul).

Corrigé :
e’

] 4 g®

Pourz € R,ona: ¢'(z) = —e . In(l +¢") + e x

Donc:|Vz e Rg'(z) =

Qu r.Etudier rapidement la fonction h : 2+ ¢”.¢'(x) pour en déterminer le signe.

Corrigé :
e;L’

eOna:Vr e Rh(x) =e".¢'(z) = = In(1 +e®)

) : '
La phrase suivante| " Vn € N* — {1} Jlz, € R glzy) = e " IICSY vraie
car ¢ étant continue et strictement décroissante sur R , elle réalise une bijection de R vers g(R) =

; 1 1 :
0. 1] et pourn € N* — {1}, — € ]O,;;]C,’(Li[



