Exercices du chapitre s

Exercice 1

Montrer que pour toutes parties A, B, C' d’un ensemble F on a
A)A-B=ANB

b)A—(BUC)=(A-B)Nn(A-0C)
c)AUB=(A-B)U(ANB)U(B—A)

d) A et B sont disjoints ssit AUB = (A— B)U (B — A)

e) A et B sont disjoints ssi AU B = E.

f) simplifier Pexpression (AU B)NC)N((BUC)NA)N ((CUA)N B)

Corrigé

a)soitx € E,ona

reEA—B&srxeAetx g B
srecAetzeB
sreANB

donc, par définition de I’égalité des ensembles, A — B=ANB |}

b) soit z € F,on a

reA—-—(BUC)srxecAetaxg (BUCQ)
sSrxecAet(rgBetxgC)
SxeA—-B)et(xe A-C)
sre(A-B)Nn(A-0)

c)ona
(A-B)U(ANB)=(ANB)U(ANB)
= AN (B U B)(par distributivité)
=ANE=A
donc

(A-B)U(ANB)U(B—A)=AU(BnNA)
= (AU B) N (AU A)(par distributivité)
=(AUB)NE
= (AUB)

d) on doit démontrer une équivalence, donc deux implications :

= (condition nécessaire) : supposons A et B disjoints, i.e. AN B = (). D’apres c) on en déduit que
AUB=(A-B)UDU(B—A)etdonc AUB=(A-B)Uu(B—-A) |



< (condition suffisante) : supposons AU B = (A — B) U (B — A) et montrons que AN B = (). Soit
xz € B, tel que z € AU B, alors x € A oux € B. Raisonnons par cas :
siz € A, alorscomme AUB = (A— B)U (B — A), alors x € A — B car x ne peut appartenir a B — A,
qui est constitué des éléments de B qui n’appartiennent pas a A. Comme # € A — B, on en déduit de
méme que = ¢ B.
si € B, le cas est symétrique, et on obtient de méme que x ¢ A.
On voit que dans tous les cas, x n’appartient pas a la foisa A eta B, donc AN Bestvide |}

e)ona ANB = AU B donc A et B sont disjoints ssi AU B = () = E, ce qui équivaut 3 AUB = E,
en effet, deux parties sont égales ssi leurs complémentaires le sont. |

f) ’intersection est associative, donc

(AuB)NC)N((BUC)NA)N((CuA)NB)
=ANBNCN(AUB)N(BUC)N(AUC)
=AUBUCN(AUB)N(BUC)N(AUC)

Soit x € AU B U C, alors x n’est ni dans A, ni dans B, ni dans C, donc x n’est pas non plus dans AU B,
ni dans BU C, nidans AU C. D’ou

(AuB)NC)Nn((BuC)NA)N((CUANB)=0
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