Corrigé
TD arithmétique

Exercice 1

(3694)
On va commencer par étudier les puissances de 3 modulo 13. On commence par remarquer que

3'=3[13], 32=9[13], 3> =1[13].
On sait donc que, puisque 126 = 3 * 42, 3'26 = (3%)%2 [13], et donc 3'%6 = 1 [13]. De méme, on a
5'=5[13], 52=12[13], 5*=8[13], 5*=1[13].
Par un raisonnement similaire, et utilisant que 126 = 31 x4 + 2, on trouve
5126 = 52 [13] soit 5'%0 = 12 [13].

On en déduit que
3126 _|_ 5126 = O [13}7

ce qui signifie bien que 13 divise 3'2¢ 4 526,

Exercice 2

(3693)

Puisque n — 4 divise 3n — 17 et que n — 4 divise n — 4, n — 4 divise également (3n — 17) — 3(n — 4) = —5.
Or les diviseurs dans Z de —5 sont —5, —1, 1, 5. Les valeurs possibles de n — 4 sont donc ces valeurs, et donc
onan € {-1,3,5,9}.

Réciproquement, sin = —1, alors n — 4 = —5 divise 3n — 17 = —20. Sin = 3, n — 4 = —1 divise
3n—17=-8.Sin=5n—4=1divise 3n — 17 = —2.Sin = 9, n — 4 = 5 divise 3n — 17 = 10.

En conclusion, les valeurs de n qui conviennent sont —1,3,5 et 9.

Exercice 3

(3703)

Posons u,, = (3—v/5)" 4 (34+v/5)". Lidée est de prouver que la suite (u,,) vérifie une relation de récurrence
d’ordre 2. En effet, elle est de la forme u,, = r" + ry. D’apres la théorie des suites récurrentes linéaires, (uy,)
vérifie ’équation de récurrence linéaire dont I’équation caractéristique associée est

X?—(rm4r)X+rrp=0 < X*—-6X+4=0.

Autrement dit, on a tuy4+2 = 6up4+1 — 4uy,. Bien sir, on peut vérifier directement que la suite (uy,) satisfait
cette condition de récurrence.

On prouve alors par récurrence sur n que 2" divise u,,. C’est vrai pour n = 0, car ug = 2 et pour n = 1,
car u; = 6. Supposons que 2" |u,, et 2" u,, 1. Alors, écrivant u, = k2" et u, 1 = 12", on a

Upto =2 x 3 x 12"T1 — 2% x k2" = 2"F2(3] — k).

Ceci prouve le résultat demandé.

Exercice 4
(3704)

Notons d le pged a calculer. Puisqu’il divise les deux nombres, il divise 25 et d est donc égal a 1, 5 ou 25.
S’il est égal 3 5 ou 25, ceci signifie que 5 divise 3'2% — 5. Mais alors, puisque 5 divise —5, ceci entrainerait
encore que 5 divise 3'%3, ce qui n’est pas vrai. Donc d = 1.



n et n + 1 sont deux entiers consécutifs. Uun des deux au moins est pair, et donc 2|n(n + 1)(n + 2).
De méme, n, n + 1 et n + 2 sont trois entiers consécutifs. U'un au moins est un multiple de 3, et donc
3|n(n + 1)(n + 2). Par le théoréme de Gauss, puisque 2 et 3 sont premiers entre eux, 6|n(n + 1)(n + 2).

Exercice s
(3708)

On remarque que 4(n® +n) = (2n + 1)* — 1. Ainsi, si d|(n® 4+ n) et d|2n + 1, d|1. On a donc
(n®+n)A(2n+1)=1.

Rappelons que sia = bg+r,onaa ANb=bAretqueaANb=aA (a—0>)(onécrita =b+ (a—b)).
Ainsi, on trouve ici

30n2 +21n + 13 =2(15n> + 8n +6) + 5n+ 1, 1502 +8n+ 6 = 3n(5n + 1) + 5n + 6.
On a donc

(30n% +21n +13) A (150> +8n+6) = (150> 4 8n +6) A (5n + 1)
= (5n+1) A (5n + 6)
(5n+1) A5
1

Exercice 6

(3710)
Admettons qu’il existe une solution rationnelle z = p/q, avec p A ¢ = 1 et ¢ > 0. Alors, remplagant = par

p/q dans ’équation et multipliant tout par ¢>, on obtient :
P’ +p’q+pi* + ¢’ =0.

Puisque ¢|p*q+pg® +¢°, on obtient ¢|p* et donc ¢ = 1 puisque p et ¢ sont premiers entre eux. En effectuant
le méme raisonnement avec p, on obtient p = £1. Or 1 et —1 ne sont pas solutions de ’équation. Il y a
donc contradiction.

Exercice 7

(3726)
Considérons un entier n et p 'unique entier tel que 27 < n < 2P+1 . Alors, tout entier k < n, différent de

2P, g’écrit k = 2"v avec v impair et u < p — 1. Ainsi,

ou ¢ est impair. On en déduit que

1 g+2N

et le numérateur est impair alors que le dénominateur est pair.... Donc S;, n’est pas un entier.

Exercice g
(3727)



La méthode pour ce type d’exercice est toujours la méme et est trés importante a savoir. On commence
par rechercher le premier entier k > 1 tel que 2 = 1 [5]. On va ensuite raisonner modulo k. On trouve
successivement :

On va donc classer les entiers n modulo 4. En effet, si n = 4q + r, alors sachant que 2% = 17 [5] soit
2% =1 [5], on trouve que
o = 97 [5)].

Ainsi, on obtient <ul class="rien" >

Sin=0[4], alors2" =1 [5];

Sin=1[4], alors 2" = 2 [5];

Sin=2[4],alors 2" =4 [5];

Sin =3 [4], alors 2" = 3 [5]; </ul>

On commence par effectuer la division euclidienne de 1357 par 5, et on trouve que 1357 = 2 [5], d’ou
13572013 = 22013 [5]. De plus, 2013 = 3 [5]. On en déduit que 13572013 = 23 = 3 [5).

Exercice 9
(3734)

Puisque n A m = 1, le théoréme de Bezout nous donne Iexistence de u,v € Z tel que un + vm = 1.
Léquation nx = a [m] implique unz = ua [m]. Or, un = 1[m] et donc I’équation devient z = ua[m).
Réciproquement, si = ua [m], alors nz = nua = alm]. Ainsi, "ensemble des solutions de 1’équation est
{ua +mk; k € Z}.

On a I’ équivalence suivante :

{a: = a[n] — {3k6Z,xza+nk
b

r = bm] nk =b—a[m].

On applique alors le résultat de la question précédente pour obtenir les valeurs possibles de k. Soit (u, v) €
72 tels que un + vm = 1.

{x = a|[n] PN {EIk:GZ,x:a+nk

x = blm] k=ub—a)[m]

dke€Z, x=a+nk
NeZ, k=ulb—a)+ml.

On remplace alors k par sa valeur dans la premiere équation, et on trouve que z est solution si et seulement
siil existe [ € Z tel que © = a + nu(b — a) + nml. On obtient bien des solutions qui sont uniques modulo
nm.

On commence par mettre en équation le probléeme. Soit x les temps, en secondes depuis minuit, ou les
deux phares sont allumés au méme moment. Les données du probléme nous disent que z est solution du

systéme :
r =
r = 8]28].

On cherche le plus petit entier naturel z solution de ce systéme. Comme 15 A 28 = 1, on peut appliquer
les résultats de la question précédente. Il suffit de chercher (u,v) tels que 15u + 28v = 1. On applique

\
[\}
a—y
A



I’algorithme d’Euclide :

28 = 15 x1+413
15 = 13x1+2
13 = 6x2+1

soit, en remontant les calculs

1 = —6x2+1x13
= —6x(15-13)+13=7x13—6x 15
= Tx(28—15)—6x15
= 7x28-13x15.

x est donc le plus petit entier naturel de
(2415 % (—13) x (8 —2) + 28 x 15 x k; k € Z} = {1168 + 420k; k € Z}.

Le plus petit entier naturel de cet ensemble est obtenu pour k = 3, et on trouve z = 92 : les deux phares
seront allumés au méme moment pour la premiere fois 1 minute et 32 secondes aprés minuit.
La encore, il faut traduire ceci en termes de congruences. On a :

Ce probléme se traite exactement de la méme fagon. On peut aussi résoudre d’abord les deux premieres
équations ensembles, puis introduire dans la troisieme. Ici, tout est facilité si on remarque que 37 est tel que
37 =3[17] et 37 = 4 [11]. Puisque 17 A 11 = 1, on sait d’apres la deuxi¢me question que

{x ; 4[11]

{x = 37[187]
5 [6].

|
w
-
N

< 1z = 37[187].

On doit donc résoudre le systeme

8
Il

Or, 1 =1 x 187 — 6 x 37. Lensemble des solutions de ce systéme est donc :
(37 4187 x 1 x (5 — 37) + 1122k; k € Z} = {5047 + 1122k; k € Z}.

Le plus petit entier positif est obtenu pour k£ = 6 et donne 785. Le cuisinier est slir d’obtenir au moins 785
pieces d’or.

Exercice 10

(675)
Posons d = pged (a,a + b). Onad(8739)a et d(8739) (a + b) alors d(8739)b = (a + b) — a donc d(8739)pged (a,b) =1
puis d = 1. De méme pged (b, a + b) = 1. Ainsi

aN(a+b) =bA (a+0b) =1



et par suite ab A (a +b) = 1.

Exercice 11
(676)
@)
pged (a,a +b) = pged(a,b)

et

pged (b,a +b) = pged (a,b) = 1.

Ainsi (a+b) Na=1et (a+b) ANb=1donc (a+b) Aab= 1. (b)Posonsd = pged (a,b). On peut écrire
a=0da eth=24h aveca Ab = 1.

pged (a + b, ppem (a,b)) = dpged(a’ + b, ppem (a’,b)) =6

Exercice 12

(677)

@n*+n=nn+1).1x 2n+1) —2xn=1donc (2n+1) An=1.
2x (n+1)—-1x (2n+1) =1

donc 2n+1) A (n+1) =1

Par produit
(2n+1) A (n® +n) = 1.

b)3n® +2n=nBn+2).1x (n+1) —1xn=1doncnA (n+1) = 1.
3x (n+1)—1x Bn+2) =1
donc (3n+2) A (n+ 1) = 1. Par produit

(3n* +2n) A (n+1) = 1.
Exercice 13

(678)

2x (n+1) —1x (2n+1) =1
2n+1\  2n+1 (2n
n—+1 B n+1 n
(n+1) (2”“) — 2n+1) (2")
n+1 n

donc (n+1) A (2n+1) =1.0na

donc



Puisque
2n+1 €z
n+1

(n+ 1) (8739) (2n + 1) (2”>

on a

or (n+1) A (2n+1) = 1donc

n

(n+ 1) (8739) (2">

Exercice 14

(679)

Posons d = pged (a, be) et 6 = pged (a, ¢). On 6(8739)a et 6(8739)c donc §(8739)bc puis §(8739)d. Inver-
sement d(8739)a et d(8739)bc. Or d A b =1 car d(8739)a et a A b = 1. Donc d(8739)c puis d(8739)6. Par
double divisibilité d = 6.

Exercice 15

(680)
(a) Théoréme de Bézout. (b) Soit (u,v) € Z* un couple solution. On a au + bv = 1 = aug + bvy donc

a(u—wug) =b(vg—v)
On a a(8739)b(vg — v) or a A b =1 donc a(8739)vy — v. Ainsi Ik € Z tel que v = vy — ka et alors
a(u—ug) =b(vg—v)

donne a (u — ug) = abk puis u = ug + kb (sachant a # 0). (c) Inversement les couples de la forme ci-dessus
sont solutions.

Exercice 16

(681)
(2) Unicité : Si (an, by) et (an, Bn) sont solutions alors a,, + b V2 = an + B V2 donce

(bn — Bn) V2= (an — an)

Si b, # By alors

ap —a
\@:bn_/@n EQ

ce qui est absurde. On en déduit b, = f3,, puis a, = o,
Existence : Par la formule du bin6me

(1+\/§>n:zn:<n>\/§k

=0 \k

En séparant les termes d’indices pairs de ceux d’indices impairs, on a

1+v2)" = an +b,V2



avec
E(zn/f) (n) E((nz—i)ﬂ) ( n )
an = 2P et by, = oP
p=0 2p p=0 2]? +1
(b) On a

a2 — 202 = (an + bu/2) (an - bn\/i)
Or en reprenant les calculs qui précedent
(1-v2)" =a, —byv2
donc
@~ 2= (14vD)" (1~ V)" = (-1)"
(c) La relation qui précede permet d’écrire apu + b,v = 1 avec u,v € Z On en déduit que ay, et b, sont

premiers entre eux.

Exercice 17

(684)
Si le couple (xg,yo) est entier la conclusion est entendue. Sinon, on peut écrire

xo = po/do et yo = qo/do avec po,qo € Z et dy € N\ {0, 1}

L, . ro .
Considérons alors un couple entier (z,y,) obtenu par arrondi de (zo,%0). On a

7.2 ’ .2
D?= (zo—29) + (wo—yy) <1/4+1/4

La droite joignant nos deux couples peut étre paramétrée par

avec A € R

/

{x = 254 A(zo — )
y =yt Alvo— vo)

Cette droite coupe le cercle en (9, yo) pour A = 1 et recoupe encore celui-ci en (z1,y1) obtenu pour
2

r\ 2
+ (yo) — N?
D2

L (&)

Puisque

’ / 2 2 d1
D? = N* — 2(zozg + Yoyo) + (zo) + (%) = o

avec d; € N* et di < dg car D? < 1. Le nombre X est donc de la forme dok/d; avec k entier et les coordon-
nées (z1,y1) sont alors de la forme

T :pl/dl ety = ql/dl avec p1,q1 € Z et dy € N*,dl < dp

Sid; = 1, le processus s’arréte, sinon il suffit de répéter 'opération jusqu’a obtention d’un couple entier.

Exercice 13
(686)



((10232)) ok ((10233)) Si /n € Q alors on peut écrire v/n = g avec p A ¢ = 1. On a alors ¢°n = p?

donc n(8739)p?
De plus ¢*n = p? et P> A ¢ = 1 donne P?(8739)n. Par double divisibilité 7 = 2. ni 2, ni 3 ne sont des
carrés d’un entier, donc V2 € Q et V3 ¢ Q.

Exercice 19

(693)
Supposons a?(8739)4%. Posons d = pged (a,b). On a

d* = pged (a,b)? = pged (a?,b?) = a?

donc d = |a| puis a(8739)b.

Exercice 20

(696)
Le nombre de c6té du polygone construit est le plus petit entier k € N* tel que n.(8739)kp. Posons § = pged (n, p).
On peut écriren = 0n et p = 6P avecn’ AP = 1. n(8739)kp < n (8739)kp i.e.n (8739)k. Ainsik =n' = n/s.

Exercice 21

(697)
On peut écrire

n=2F(2p+1) On aalors
2p
a1 = g (S (b= (<1)) S ()P = (b 1)
k=0

avec b= a2". On en déduit que b+ 1(8739)a™ + 1, or a" + 1 est supposé premier et b+ 1 > 1 donc
b+1 :a”—f—lpuisn:Zk.

Exercice 22
(699)
(@)

P4 enl4+dn+1=m+D*—n'=(n+1D* =) ((n+1)>+n%) = 2n+1) (20> +2n+1).
Cet entier est composé pour n € N* car 2n + 1 > 2 et 2n +2n + 1 > 2. (b)
nt—n? 416 = (n2+4)2—9n2 = (n®—3n+4)(n*+3n+4).
De plus les équations
n?—3n+4=01ou —letn® +3n +4 = 0,1ou —1
n’ont pas de solutions car toutes de discriminant négatif. Par conséquent n* — n? + 16 est composée.

Exercice 23
(702)



Considérons les z;, = 1001! + k avec 2 < k < 1001. Ce sont 1 000 entiers consécutifs. Pour tout 2 < k < 1001,
on a k(8739) (1001)! donc k(8739)xy avec 2 < k < x, donc zy, € P.

Exercice 24

(705)
(a) Quitte a échanger, supposons n < m. On remarque que

om—n

(F, -1 " =F, -1

En développant cette relation par la formule du bindme, on parvient a une relation de la forme F,,, + vF,, = 2
avec v € Z car les coefficients binomiaux sont des entiers. On en déduit que pged (F,, Fy,,) =1 ou 2 .
Puisque F,, et F,,, ne sont pas tous deux pairs, ils sont premiers entre eux. (b) Les F;, sont en nombre infini
et possedent des facteurs premiers distincts, il existe donc une infinité de nombres premiers.

Exercice 25

(711)

Par hypothese, on peut écrire n = pipo. ..p, avec p1, ..., p, nombres premiers deux a deux distincts. Soit
a € Z. Considérons i € {1,...,7}. Si p; ne divise pas a, le petit théoréeme de Fermat assure
i—1 _
a’ "t =1 [pi].

Puisque p; — 1 divise n — 1, on a encore
a1t =1 [p]
et donc
a" = a [py)
Si p; divise a alors p; divise aussi a” et donc

a” =0=alp.

Enfin, chaque p; divisant a™ — a et les p; étant deux a deux premiers entre eux, n = p;...p, divise a”" — a
et finalement

a" = a [n].
La réciproque de ce résultat est vraie. Ce résultat montre que le petit théoréme de Fermat ne caractérise pas
les nombres premiers. Les nombres non premiers satisfaisant le petit théoréme de Fermat, sont les nombres
de Carmichael. Le plus petit d’entre eux est 561, le suivant 1105.

Exercice 26

(715)
(a) z = 1 n’est pas solution. Pour z # 1 :
T +3 4
x—1(8739>x+3<:>$_ :1+a:—1 €Z<sx—1€D4) ={1,2,4,—1,—2,— 4}

Ainst § = {2,3,5,0, — 1, — 3}. (b) x = —2 n’est pas solution. Pour z # —2:

2
2
r 4+ 28T 42 e L2 oy

Z 2¢D(6) = {1,2 —1.-2.—-3.—6).
) x+2e srx+2e€D(6) ={1,2,3,6, 7 ,—3,—6}

Ainsi
S=1{-1,0,1,4,—3,—4,— 5, —8}.



