Corrigé
TD suites

Exercice 1

(341)
Soit f : Ry — R définie par f(z) = xe”. f est dérivable et

(@) = (@+1)e" >0

donc f est strictement croissante. f (0) = 0 et lim f = 400 donc I’équation xze” = n possede une unique
solution z,, .
T, = f1(n) = +oo.

Exercice 2

(343)
(a) Le tableau de variation de f,, : © — 2"Inz permet d’affirmer que I’équation f,, () = 1 possede une

unique solution z,, sur RY et que de plus z,, € [1;400[. (b)

1
1 ::$211h1$n+4 ::xn+1fﬁ(xn+1)

donc

1

Tn+1

fr (Tni1) = < 1= fo(wn)

donc zp,41 < xy, car f est strictement croissante sur [1; +0o|. La suite () est décroissante et minorée par
1 donc elle converge. Posons J sa limite,ona{ > 1
Sil > 1alors
zplnx, > 1" Inl — 400

ce qui est absurde car zpInz, = 1. Il reste § = 1.

Exercice 3

(344)
(a) Introduisons la fonction f,, :  — x™ + ... + 2 qui est continue, strictement croissante et vérifie

fn(0) =0et lim f,(z) =400

r—r-+00

La fonction f;, réalise une bijection de [0; +o0[ vers [0; +00], par suite I’équation E,, posséde une unique
solution x,, € R4. Puisque

hum):;g:%f<1aﬂwn:nz1
on a
n € [1/2:1].
(b) Ona

frt1 (zn) :xz+1+...+xi+xn::L‘n(xZ—{—...—}—xn) +x, =2z, >1

donc 2,41 < @, La suite (z,,) est décroissante et minorée, donc elle converge. (c) Posons § = limz,,.
Puisque 5 < 1,
xn < x9 donne a la limite J < 1.

1—a]

1:xz+...+xn:xn1_$n



donne a la limite 1 = car 0 <z <z — 0 et finalement { = 1/2

I
1-7
Exercice 4

(349)
(a) Posons v, = uy + 1.

(vp,) est géométrique de raison 2 et vy = 1 donc u,, = 2" — 1 — +o0. (b) Posons v,, = u,, — 1.

(vn) est géométrique de raison 1/2 et vg = —1 donc u, =1 — o 1.

Exercice s

(350)
Ona
1+1
Znil = zn, donc
2
1+i\"
2p = 2
n 2 0
141 .
Or‘ _2‘_1 < 1donc z, — 0 puis p, y, — 0.

Exercice 6

(351)

Introduisons z,, = Re(z,) et y, = Im(z,). Ona
xn+1::xnetyn+1::—%§
Ty, — o et Yy, — 0 donc z, — Re(z).

Exercice 7
(352)
(@) Unt1 — Upy1 = Up — Uy et ug —vg = —1 donc (u, — vy,) est constante égale a —1. (b) v, = uy + 1
donc w41 = Sup, + 2. La suite (uy,) est arithmético-géométrique. (¢) upt+1 —a = 5(u, —a) + 4a + 2.
Poura = —1/2,
(un, — a) est géométrique de raison s et de premier terme 3/2. Ainsi
3.5" -1 3.5+ 1

Uy, = ——— et v, =

2 2

Exercice g
(356)

Ce sont des suites récurrentes linéaire d’ordre 2 dont le terme général s’obtient a partir de la résolution de

’équation caractéristique associée.
@un=2"(1-n). ). un = -3+2" ()

(n— 1)77.
3

Uy, = 2C08

Exercice 9



(399)
(a)

un =exp (Inn/n) — 1.

(b)
tn = exp (nln (1+ %)) — exp(z +0(1)) — €7
! uM=ﬂp0n+%m(l—nil>>:emW—2+MU)%eQ.
U (e ) ) (- ) m) o) o
! tan (7 + %) :H?;H(;)
donc

Uy = exp (nln (1+27(:+0<711>>> =exp(2a+o(1)) — €2,

1 1 nlnn
up, = | 1+ +o0 — e.
nlnn nlnn

1 1
V2 = exp <ln2> =14+ -In2+0(1),
n n

In 24 1 "
Uy = <1+n—|—o<n>> — V/24.

®)

®)

3n

(h) Par le théoréme des accroissements finis

1 1
1 t 1)) —1 t =
n (arctan (n+ 1)) — In (arctann) 1+ @ arctanc
avecn < ¢ <n+ 1 donc
1 1
— 2 2/m
= —— ] =
tn = XD <n 1 4 ¢? arctan c) ¢
Exercice 10
(401)
© (-2/3)"
—(—2/3
= —1
RERERCTDR
®)
2n 2 o
Up = =
B e Y /W i N/ Y Y

©)
VA e VT
R ey



(d)

_(n+1) 1
" o 2
Exercice 11
(402)
@
Up = en(ln (141/n))
or
1
nln (1—|—> =—1In (1—|—> —1
n 1/n n
car
In (1
n(1F2) 093001
x z—0

Par suite u,, — e. (b)

1
car = 0. ()
n

n
or
1 o1 1.1
—In <sm ) ~—ln——0
n n n o n
donc
1 1/n
(Sin > — 1.
n
@ )
(n;i) :enln (l—ni_‘_l)
n
or
2
nln<1— )~—2—>—2
n—+1
donc

— e “.
n+1

Exercice 12
(404) .
@) S, > Zk211 = n — +oo (b)

1
Sp > Zzzl— = /n — +o0.

n

© X

n n
< < =
O—S”—Zk:1n2+1 7”L2—|—1—>0




donc u,, — 0. (d)
1 n

ogsngz% < 0.
k=ntl(n 4+ 1)% = (n41)3

(©) n n
<8, < S
Zk:an—i—n < S < Zk:1n2+1
2

n n .
doncTH_1 §Sn§mpulsun—>1. @

Vn?+n k=1y/n2 4 = T k=12 41 Vn? 41
par le théoréme des gendarmes : S, — 1. (g)
Sp=nl—(n-1!+n-2)!+...+ (-1D)"™

Par regroupement de termes. Si n est pair alors S, > n! — (n — 1) !etsinest impair S,, > n! — (n —1)! — 1.
Puisque
nl—n-1)!'=m-1).(n—1)! - 400,

onals, — +oo.
Exercice 13

(417)
@)

Nupt+1 — (U1 + ...+ up) >0

Un+1 — Un = n(n+1) =

donc (vy,) est croissante. (b)

UL+ ...+ up Up+1 + ... + Uy Un, Uy,
= > N
van o " on =5t

. / .
(¢) On a v, <] pour tout n € N* et (vy,) croissante donc (vy,) converge vers un réel < J. La relation
précédente, passée a la limite, donne

2 >+

ce qui permet de conclure v,, — .



