Corrigé
TD espaces vectoriels 2

Exercice 1

(757)
@) F C R®,
0 = (0,0,0) € Fcar04+0—0=0et pourtout A\, u € R,
- = ;-
u, v € F, on peut ecrire
—)
u = (z,y,2)
et N
U — (x/7y/721)
avecx—l—y—z:Oetx/—i-yl—zl:0.0naalors

U +u7 = (\zx —i—ux,,)\y —i—uy,,)\z —i—,uz')

avec
Oz +px)+ Oy+py) — Az+p2) =Xz +y—2) +p@ +y —2) =0
donc I
AU+ pv € F.
G C R®,

0 =(0,0,0) € G car
(0,0,0) = (a —b,a+b,a — 3b)

pour a = b = 0. Pour tout A\, 4 € R,
- = , .
u, v € G, on peut ecrire
U= (a —b,a+b,a— 3b)

et R
v=(a —b,a +b,a —3b)
avec a, b, d',p €R.Onaalors
)\Q_jj 4 Iu/;) _ (a// _ b”7a” 4 b”7 a” _ Sb//)
aveca = Aa+pa eth = Ab+ ub donc
AU+ MU e aG.
Finalement F et G sont des sous-espaces vectoriels de R? . (b)

U= (r,y,2) e FNG

si, et seulement s’il existe a, b € R tels que

T =a-—> T =a-—>
Y =a+b o Yy =a+b
=a—3b z =a—3b
rT+y—=z =0 a4+ 3b =0
Ainsi

FNG={(—4b,—-2b,—6b) |b € R} = {(2¢,¢,3c) |c € R} .



Exercice 2

(766)
(@) Soitz € (FNG) + (FNH),onpeutécrirex =u+vavecu € FNGetv € FN H.Commeu,v € F
onaz € Fetcommeu € Getv € Honau+v € G+ H. Par suite

(FNG)+ (FNH) CFN(G+H).

Légalité n’est pas possible, prendre F, G, H trois droites distinctes d’un méme plan. (b) Soitz € F + (GN H),
on peut écrire z =u+vavecu € Fetv e GNH. Commeu € Fetve Gonax € F+ G et de méme
x € F+ Hdoncz € (F+ G) N (F + H). Légalité n’est pas possible, prendre a nouveau trois droites dis-
tinctes d’'un méme plan.

Exercice 3
(768)

((10232)) ok ((10233)) Supposons FNG = F + G.
FCF+G=FNGCGetdemémeG C FetF=0(G.

Exercice 4
(771)

F+(GNH)CF+GetF+ (GNH) CF + H donc
F+(GNnH)C (F+G)n(F+H).

Supposons de plus F' C G. Soit
Ze(F+G)n (F+H).

Ona?eF%—G:Get

e T
T =1u+v
avecﬁEFet?EH. I
v=xa—ucqG
donc?EGﬂHpuistF—l—(GﬂH).
Exercice s
(775)
Ona
A =1 A =1
USATHPY S QA =19 {p =
Atap = a =1/2
Ainsi

u € Vect(z,y) < a=1/2
etalorsu = x + 2y. x,u € Vect(x,y) donc

Vect (z,u) C Vect(z,y).



z,y € Vect (y,u) donc
Vect (z,y) C Vect(y,u).

y,u € Vect (z,u) donc
Vect (y,u) C Vect (z,u).

Finalement les trois espaces sont égaux.

Exercice 6
(777)

F c ¢'(R,R)

eto € F.Sotent \,u € Ret f,g € F,

(Af +ng) (0) = Af(0) +pg(0) =0

et

(Af +19)" (0) = Af'(0) + g (0) =0

donc A\f + ug € F.
G c ¢ (R,R)

eto € G (enprenanta =b = 0). Sotent A\, u € Ret f,g € G, il existe a, b, ¢,d € R tels que
Ve eR, f(x) =ar+betg(x) =cr+d

et on a alors

(Af + ng) (x) =ex+ f
avec
e=Xa+puceRet f=X+pudeR

donc A\f + pg € G. Soit h € F N G. Il existe a, b € R tels que
Ve e R,h(z) =azx+bcarhe G Orhe Fdonch(0) =b=0ecth (0) =a=0puis h(z) =0 iec.
h = o. Ainsi
FNG= {0} Soit
hect(R,R).

/

Posonsa = h (0) € R,
b= h(0),
g:x—ar+bet f=h—g. Clairement g € Geth= f + g. De plus f(0) =h(0) —b=0et

donc f € F. Ainsi
F+G=c"(R,R)
Finalement, F et G sont supplémentaires dans

C'(R,R).



Exercice 7
(778)

FccCc([-1;1],C)

1
etOEFcar/ 0dt = 0. Soient A\, us € Cet f,g € F,ona
-1

1 1 1
| orsm@a=af swanf gwa=o

-1

donc Af 4+ png € F.
GcC([—-1;1,R)

et 0 € G car c’est une fonction constante. Soient A\, u € C et f,g € G. Ona Af + ug € G car il est clair
que c’est une fonction constante. Soit h € F' N G. On a h constante car h € G. Posons C' la valeur de cette

constante. Puisque h € F, on a
1 1
/ h(t)dt:/ Cdt=2C=0
~1 -1

hecC([—1;1],C).

et donc h = (. Ainsi
FNG= {0} Soit

Posons

1
C—:/lh@ﬁm

. / \ 1 .
g la fonction constante égale a 50 et f = h —g. Clairement g € G et f + g = h. De plus

1 1
t/ f@dh:/ h(t)dt —C =0
-1 -1
donc f € F. Ainsi
F+G=C([-11],C)
Finalement F et G sont supplémentaires dans

C([-1;1],C).

Exercice g

(781)
(a) sans peine (b) Uensemble des fonctions constantes convient.

Exercice 9

(784)
Soient ay, ..., a, € R des réels deux a deux distincts. Supposons

Afay + oo+ Anfa, =0



Pour tout i € {1(8739)...,n},si A; # 0 alors

)\lfal + ... +)‘nfan

n’est pas dérivable en a; alors que la fonction nulle ’est. Nécessairement A\; = 0 et la famille étudiée est
donc libre.

Exercice 10

(799)
Supposonsx—i—x +y=0avecw € F,

r eF etyEGﬂG Pulsque:c €EF CGetyeGﬁG C G, onax +y€G Or F et G sont
en somme directe donc v+ (£ +y) =0avecx € Fetx +y € G entralne z = 0 et £ + y = 0. Sachant
z +y—0avecx€F

yeG et F,G en somme directe, on a =y = 0. Finalement z =2 =y =0 et on peut affir-
mer que les espaces F, F et GNG sont en somme directe. Soit a € E. Puisque E = F & G, on peut
écrirea =x +bavec x € F et b€ G. Sachant E = F' EBG,, on peut écrire b = z +y avec 7 €F et
yeG . Ory=b—x avecbe Getz € F C Gdoncy € G etainsiy € GN (G . Finalement, on obtient
a::c+x/+yavecx€F,

¢ eF etyeGNG . Onpeutconclure EC FOF & (GNG)pus E=F®F & (GNG).

Exercice 11

(803)
(a) La matrice de la famille étudiée dans la base canonique de

R [X]

a pour coefficient général

aij = <‘>]Zavec0§z,j§n
i

En factorisant par ligne le déterminant de cette matrice est

n

H <n> Vg1 (0,1,...,m) #0

=0

avec V11 (ag, - . ., ap) déterminant de Vandermonde. (b) cf. cours.

Exercice 12

(304)
Supposons
AP+ P+ A3P;=0.

Par égalité de coefficients de polyndmes :

A1 — A9 =0
A2+ As =0
AM+X+A3 =0

Apres résolution A\; = Ay = A3 = 0. La famille (Py, P, P3) est une famille libre formeée de

3 = dimK,[X]



polyndmes de

Ky [X]v
c’est donc une base de
Ko [X].
Exercice 13
(805)
On remarque que deg P, = k donc
Py € K, [X].

Supposons \gFPy + ... + Ay P, = 0. Si Ay, # 0 alors
deg ()\OPO + ...+ )\nPn) =n

car
deg (/\()Po +...+ )\n—lpn—l) <n-1

etdeg\, P, =n

Ceci est exclu, donc \,, = 0. Sachant \,, = 0, le méme raisonnement donne \,,_1 = 0 et ainsi de suite

An—2 =...= Ao =0.Lafamille (Py,..., P,) est une famille libre de
n+ 1 = dimK,[X]

éléments de

c’est donc une base de

Exercice 14

(806)
Supposons \g Py + ... + A, P, = 0. En évaluant en o, on obtient \g = 0 et alors

MX(1-X)" 4+ NX"=0.
En simplifiant par X (ce qui est possible car X # 0) on obtient
MI=X)" X =0

qui évaluée en o donne A\; = 0. On reprend ce processus jusqu’a obtention de Ay =
(Po, ..., P,) est une famille libre de
n+1 = dimK, [X]

éléments de

(car deg Py = n ), c’est donc une base de

Exercice 15

...= M\, =0.Lafamille



(807)
a) C’est une famille de polynomes de degrés étagés. b) Quand k < m,

o)
k

Quand 0 <m <k —1, P (m) = 0 Quand m < 0,

Py(m) = (~1)* (‘m““‘ 1)
k

¢) Soit P non nul solution. On peut écrire P = APy + ...+ A\, P, avec n = deg P. P(0) € Z donne
Ao € Z. P (1) € Z sachant A\oP (1) € Z donne \; € Z, etc. Inversement : ok Finalement, les polynomes
solutions sont ceux se décomposant en coefficients entiers sur les Py .

Exercice 16

(308)
(a) F C FE et la fonction nulle appartient & F' (en prenant

P=Q=0¢R,[X]
) Soient f,g € F et A\, u € R. On peut écrire

f(z) = P(x)sinx + Q(x)cosx

et
g(z) = ];(CL‘)SiniL‘ + é)(x)cosx
avec o
P,Q,P,Q € R, [X].
On a alors ) A
Af+png = (AP + pP) (z)sinz + (AQ + pQ) (z)cosz
avec

AP + uP,AQ + puQ € R, [X]

donc Af 4 pg € F et finalement F est un sous-espace vectoriel de E. (b) Posons f;, (z) = z"sinz et gi (z) = 2*cos z
avec k € {0,...,n}. Les fonctions fo, ..., fn, 9o, - - -, gn sont des fonctions de F' formant clairement une fa-
mille génératrice. Supposons

Mofo+ .o+ Aafu+pogo+ oA pngn =0
alors pour tout z € Ron a:
Mo+ Mz + ...+ 2™)sine + (o + p1z + ... + ppx™)cosz = 0.
Pour 2 = 7/2 + 2k7 avec k € Z, on obtient une infinité de racine au polynome
Mo+ MX . EAX

Ceci permet d’affirmer \g = A\; = ... = A\, = 0. Pour z = 2k avec k € Z, on peut affirmer 1o = p3 = ... = pp, = 0.
On peut conclure que
(f07 ey fn5907 .. ;gn)



est libre et donc une base de F puis dimF' = 2(n +1).

Exercice 17
(809)

F C Ku[X]

,0 € F car A(8739)0. Soient A\, u € Ket P,Q € F.
A(8739) P et A(8739)Q) donc A(8739) AP + @ puis AP + uQ € F. Ainsi F est un sous-espace vecto-

riel de
K,[X].

Notons p = deg A. On a
F & Ky1[X] = K [X]

ce qui détermine un supplémentaire de F' et donne dimF =n + 1 — p.

Exercice 1g
(g10)

Considérons I’application
¢ : Ry [X] = Ry [X]

définie par
¢(P)=P(X+1) - P(X).

L'application ¢ est bien définie, linéaire et de noyau
Ro[X].

Par le théoréme du rang elle est donc surjective et les solutions de I’équation ¢ (P) = X" se déduisent les

unes des autres par I’ajout d’un élément de
Ro[X]

c’est-a-dire d’une constante. Ainsi il existe une unique solution vérifiant P (0) = 0.



