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Exercice 1: déterminant.

Soient n € N* et aq,...,a, € K.

a1 az ... ay
ai
az
Calculer p, = (91 --- @1 41

Exercice 2: déterminants circulants.

On considére n nombres complexes ag, a1, ..., 0,_1, ON POSe W = exp(%—f), puis :
VpeN, Sp=ag+aw’ +aw? + -+ az(w?)" .

On désigne par A et M les deux matrices d’ordre n suivantes :

agn aq as ... Ap-1 1 1 1 . 1
an-1 Qy a1 ... Qp 9 1 w w? ... w1
2 4 2(n—1
A=l|an2 an1 a ... a3 M= 1 w w AT G )
a a9 as ... ao 1 wnfl w2(nfl) o (wnfl)'n.fl

a) Calculer M? et en déduire son déterminant.

b) Calculer AM et M AM en fonction de Sy, ..., S,—1, et en déduire le déterminant de A.

Probléeme: endomorphismes cycliques

Dans tout le probleme, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie (K = R ou C).

Pour tout endomorphisme u de E, on note u® = Idg (application identité de F), et pour tout entier

k+1 k

naturel &, u =u"ou.

SiQX)=q+qaX+- -+ guX™ € K[X], on pose pour tout u € L(E) :

Q(u) =qoldg + qru+ - - + guu™ € L(E).

On dit qu'un endomorphisme u de I est cyclique s’il existe un élément xg € E tel que :
¥

E = Vect(u*(z0)/k € N) = Vect(xg, u(xo), u®(xo), - . . )

Les différentes parties sont dans une large mesure indépendantes.


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=D_n%20%3D%20#0

Partie I. Exemples.
1. Dans cctte question, on prend E = R®. Considérons Papplication suivante de R* dans R® :
u(x,y,z) = (62,2 — 112,y + 62).
(a) Montrer que u est un endomorphisme de R3.
(b) Calculer u(1,0,0) et u%(1,0,0). En déduire que u est un endomorphisme cyclique.

2. Dans cette question, on prend £ = R,[X]. On considére ’endomorphisme de dérivation u défini
pour tout P € E par u(P) = P'.
(a) Soit Py € F un polynéme de degré d > 0. Montrer que Vect(u*(Fy)/k € N) = Ry[X].
(b) u est-il cyclique ?
3. Dans cette question, E est un K-espace vectoriel de dimension n > 2. Soit u un endomorphisme

nilpotent d’indice p > 2 (i.c. uP = Og () et uP 1 £ Oz(m))-

(a) Montrer qu’il existe un vecteur zg € E tel que (zq, u(zo), . - ., uP~(xz0)) soit libre.
Que peut-on en déduire sur p 7

(b) En déduire que u est cyclique si et sculement si p = n.
Partie II. Etude générale.
Dans cette partie, on note u un endomorphisme cyclique de I'espace vectoriel F, avee E de dimension

n > 1. On fixe 29 € F tel que E = Vect(uF(xg)/k € N).

1. (a) Montrer que la famille (xq, u(xq), ..., u"(xg)) est liée.

(b) Montrer qu’il existe un entier p, maximal, pour lequel la famille (zp, u(zg), . . ., uP(xg)) soit
libre.

(¢) Montrer que uPt!(zq) € Vect(zg, u(xg), - .., uP(zq)).
(d) Montrer par récurrence que pour tout k € N, u¥(xg) € Vect(xq, u(xq), - . ., uP(xp)).

(e) En déduire que (zo, u(zo), ..., uP(xg)) est une base de F, et que p=n — 1.
2. (a) Justifier I'existence de (po, ..., pn—1) € K™ tels que :
u" () = powo + pra(wo) + -+ + pnoru™ (o).

Dans la suite, on posera P(X) = X" —p, 1 X" ! — .. —p1 X — pp € K[X].



(b)

(d)

(e)

Déterminer 'image par 'endomorphisme P(u) des vecteurs de la base (zq, u(zp), . .., u™ '(z0))-
En déduire que P(u) = 0z (g).
On dit que P est un polynéme annulateur de u.
Montrer que (Idg,u,...,u™ ) est unc famille libre de £(E).
En déduire que :
e il n’existe aucun polynoéme non nul @) de degré strictement inféricur a n tel que Q(u) =
OcEy 5
e P est I'unique polynéme unitaire de degré n tel que P(u) = Oc(E)-

Le polynéme P est appelé le polyndéme minimal de u.

Application. Déterminer le polynéme minimal de ’endomorphisme u de la Partie 1. 1.

Partie III. Etude du commutant.

Dans cette partie, u désigne toujours un endomorphisme cyclique de I'espace vectoriel F, avec F de
dimension n > 1. On fixe zg € E tel que E = Vect(u¥(x)/k € N). On rappelle qu’alors, la famille
(w0, u(z0), ..., u™ (x0)) est une base de E.

1. Montrer que le commutant C(u) = {v € L(E)/uov = v ou} est un sous-espace vectoriel de

L(E).

2. Notons K[u| = {Q(u)/Q € K[X]}. Montrer que K[u] est inclus dans C(u).

3. (a) Soient deux endomorphismes v et w de C(u). Montrer que, si v(zg) = w(xo), alors v = w.
(b) Soit v € C(u).

i. Justifier I'existence de (ag,...,an, 1) € K” tel que v(xg) = an, 1u™ (xg) + -+ +
(Llu{.’ﬂ[]) + apxp.
ii. Montrer que v = ap, (U™ 1+ -+ aqu + apldg.

4. Déerire C(u).

5. Déterminer la dimension de C(u).



