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Probleme © Endomorphismes cycliques

Partie 1. EXemples.

1. Dans cette question, on prend E = R3. Considérons 'application suivante de R? dans R3 :
u(z,y, z) = (62, — 11z,9.+ 62).
(a) Soient v = (z1,y1,21),w = (%2, Y2, 22) ER3 et \,p €R. On a:

M+ pw = (Az1 + pxo, Ay1 + py2, Az1 + pze).

u(Av + pw) = (6(Az1 + pza), (Az1 + pz) — 11(Az1 + p22), (Ay1 + puya) + 6(Az1 + pz2))
= A(621, 71 — 112,91 + 621) + p(620, 22 — 1122, y2 + 622)
= Au(v) + pu(w)
Donc % est un endomorphisme de R3.

(b) On a:
u(1,0,0) = (0,1,0) ; w*(1,0,0) = u(0,1,0) = (0,0,1).

Ainsi, (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) € Vect(u*(1,0,0)/k € N). Comme ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1))
est une famille génératrice de R? (c’est la base canonique !), on a donc :

Vect(u¥(1,0,0)/k € N) = R>.
Ainsi u est un endomorphisme cyclique.

2. Dans cette question, on prend E = R, [X]. On considére I'’endomorphisme de dérivation u défini <
pour tout P € F par u(P) = P'.

(a) Soit Py € E un polynéme de degré d > 0. On a :
u*(Py) = Pék) pour 0 <k<d et u*(Py)=0pourk>d.

Ainsi, pour tout k € N, u¥(Py) € R;[X]. Comme de plus, Ry[X] est un espace vectoriel, on

obtient :
Vect(uF(Py)/k € N) C Rq[X].

De plus, Vect(uF(Py)/k € N) = Vect(u*¥(Py)/0 < k < d), et la famille de polynémes

(Po,u(Py),...,u%(Py)) est échelonnée en degré. C’est donc une famille libre, et
dim(Vect(u*(Py)/k € N)) = d + 1. Comme on a dimRy[X] = d + 1, on obtient finale-
ment :

Vect(u*(Py)/k € N) = Rg[X].
(b) Prenons Py de degré n (par exemple Py = X™). Alors d’aprés ce qu’on a fait, on a :
Vect(uF(Py)/k € N) = R,[X] = E.
Donc u est bien cyclique également.

3. Dans cette question, F est un K-espace vectoriel de dimension n > 2. Soit v un endomorphisme
nilpotent d’indice p > 2 (i.e. uP = Og(g) et uP~l £ Oz(y)-



(a) Prenons z9 € E tel que w?~!(zp) # Op (existe car uP~! # 0Ogp)). Montrons que
(w0, u(zo), ..., uP~(xo)) est libre : soient \g, A1, ..., Ap—1 € K tels que :
XoZo + Aqu(zo) + - + )\p_lu,p-l(il,‘o) =0pg.
L A cette égalité :

Mw? o) =0 = Ao =0(car uP~}(xp) # OF).

On applique uP~

On obtient en remplagant Aju(zo) + - + Ap—1uP~ (z0) = Og. En appliquant =2, on
obtient A1 = 0, et ainsi de suite, A\ = 0 pour tout k. _

Ainsi la famille (zg, u(xp),...,u?~!(20)) est libre. Son cardinal est donc inférieur ou égal &
la dimension de F, soit p < n.

(b) = Supposons que u est cyclique, alors il existe xp € E tel que :
E = Vect(u*(zo)/k € N) = Vect(xo, u(zo), u*(xo), . . ., uP "1 (20)).

La famille (zg,u(zo),u?(zo),...,uP 1 (xg)) est donc génératrice, et son cardinal est
supérieur a la dimension de F, soit p > n. Comme on a de plus p < n, on obtient ainsi
que p = n. ’

< Supposons que p = n. On sait qu'il existe zg tel que (zg, u(xo),...,u" (o)) soit une
famille libre. Comme elle est de cardinal n, ¢’est donc une base de E. Ainsi,

Vect(uF(z0)/k € N) = Vect(zo, u(wo), u(20), ..., u" Hxp)) = E

et u est bien un endomorphisme cyclique.

Partie II. Etude générale.

Dans cette partie, on note u un endomorphisme cyclique de 'espace vectoriel F, avec E de dimension
n > 1. On fixe 29 € E tel que E = Vect(u*(z9)/k € N).

1.

(a) La famille (zo,u(zo),...,u"(zo)) est de cardinal n + 1 dans un espace vectoriel E de di-
mension n, elle est donc liée.

(b) Tout d’abord, notons que comme E # {0g} et que E = Vect(u*(xq)/k € N), alors zy # 0.
Considérons I'ensemble A = {k € K/(zg, u(xo),...,u*(zo)) libre}. C’est un ensemble non
vide de N (car 0 € A, la famille (zo) étant libre), et majorée par n ((zg,u(zo),...,u"(xq))
est liée, et toute surfamille de cette famille est donc liée). On en déduit qu’il existe un
entier p, maximal, pour lequel la famille (zq, u(zg),. .., uP(xp)) soit libre.

(c) Par définition de p, la famille (zg, u(zo), . . ., uP(zo)) est libre et (zq, u(zo), . . ., uP(xq), uPH (x0))
est liée. Par le cours, on sait alors que u?*!(zg) € Vect(zo, u(xg), ..., uP(xq))

(d) On procede par récurrence.

e Initialisation. Pour tout 0 < k < p, on a bien u*(z) € Vect(zg, u(xo),. .. ,uP(z0))
donc la propriété est vraie aux rang 0 < k < p. Elle est vraie également au rang p + 1
par la question précédente.

e Hérédité. Soit k > p et supposons la propriété vraie au rang k. Montrons la propriété
au rang k + 1.

Par hypothése de récurrence, on a u*(z¢) € Vect(zq, u(x), . . . ,uP(xg)). 1l existe donc
(A0y -+ s Ap—1,Ap) € KPFL tels que :

uk(mo) = \oZo + -+ )\p_lup'l(mo) + ApuP (z0)).
On compose par u :
uk*'l(xo) = Aou(zo) + -+ - + Ap—1uP(20) + )\pu”“('xo)).

Or on a u(xy),...,uP(z), w?*(z9)) € Vect(zo,u(zp),...,uP(xq)), donc uF*t1(zq) €
Vect(zo,u(zop), ..., uP(xg)). Dot la propriété au rang k + 1.



(c)

(d)

On conclut par principe de récurrence.

On a montré que pour tout k € N, u¥(z¢) € Vect(wo, u(zo), ..., uP(z0)). Ainsi, on a :
E = Vect(u*(z¢)/k € N) = Vect(xg, u(zg), . . . , uP(20)).

La famille (zg, u(xo), ..., uP(zo)) est donc génératrice de E. Comme c’est une famille libre
par définition de p, c’est donc une base de E. Son cardinal est donc égal a la dimension de
FE, soit p+ 1 =n.

On a montré précédemment que u"(xy) € Vect(zg,u(xp),...,u" (zg)), donc il existe
(Pos - - -, Pn—1) € K" tels que :

u™(2g) = pozo + pru(xo) + -+ + P_1u™  (20).

Dans la suite, on posera P(X) = X" — pp1 X" 1 — -+ — ;1 X — po € K[X].
On a P(u) = u" — pp—1u™ ! — -+ — pyu — poldg € K[X], d’'olt en évaluant :
P(u)(zg) = u™(xg) — pn_1u™ *(z0) — - - - — pru(zo) — pozo = OF.
P(u)(u(zo)) = u™(u(x0)) — pn_1u™ H(u(zo)) — - - - — pru(u(zo)) — pou(zo)
= u(u™(20) — pn—1u"" (o) — - -+ — pru(ao) — pozo) = u(0g) = Op.

De méme, on a P(u)(u*(zg)) = O pour tout 0 < k <n — 1.
Ainsi P(u) est un endomorphisme de E qui s’annule sur la base (xg, u(x), ..., u" 1 (xg)),
c’est donc 'endomorphisme nul : P(u) = Oz (gy.
On dit que P est un polynéme annulateur de wu.
Montrons que (Idg,u,...,u""!) est une famille libre de L(E) : soient (Ag, ..., A\n_1) € K"
tels que :

Mlde +Mu+ -+ Ap1u™ ! = Oz(E)-

On évalue en xg :
Aoxo + /\lu(IL‘o) SRR /\p_lu"—l(xo) =0g.

Or la famille de vecteurs (xg, u(zo), - . .,u" *(zg)) est libre dans E. Donc \g = A\; = -+ =
A—1 = 0. Ainsi (Idg,u,...,u™ ') est une famille libre de £(E).
e Supposons qu'un tel polynéme Q = ap+a1 X +- - -+a, X7 existe: ¢ < net Q(u) = Oc(E)-
Alors on aurait :
aoldg +aru+ -+ +agu? = Og(p)
Comme Q # 0, il existe a; # 0, et la famille (Idg,u,...,u?) serait liée. Mais alors la
surfamille (Idg, u, ..., u""!) serait liée également, ce qui est faux car (Idg, u, . . ., u )
est libre.

e Soit Q@ = X" —ap_1 X" ! —... —a; X — ag un polynéme unitaire de degré n tel que
Q(u) = Oz(gy. Alors :

1 1

U — ppu™ T — - —=pru—poldp = u" — ap_1u" " — - — aju — apgldg.
D’ou :
Pt 4+ pru+poldp = ap_1u™" "+ -+ aju + agldp.
Par unicité de la décomposition d'un vecteur dans la famille libre (Idg,u, ... ,u"“l),

on en déduit :
pr =ar pourtout 0 <k<n-—1.

Ainsi P = @, et P est bien I'unique polyndme unitaire de degré n tel que P(u) = Oz(p).
Le polynéme P est appelé le polynome minimal de u.



(e) On procede comme précédemment pour trouver ce polynéme : on écrit u3(1,0,0) en fonction
de (1,0,0),u(1,0,0),u2(1,0,0). Or on a :

u(1,0,0) = (0,1,0) ; w2(1,0,0)=(0,0,1) ; 3(1,0,0) = (6,—11,86).

Ainsi, 43(1,0,0) = 6(1,0,0) — 11u(1,0,0) + 6u>(1,0,0) et le polynéme minimal de u est
donc :
P(X)=X%-6X2+11X —6.

Partie ITI. Etude du commutant.

1.

[

Tout d’abord C(u) C L(E) est non vide car 'endomorphisme nul commute bien avec u.

Soient f,g € C(u) et (A, ) € K. Montrons que Af + ug € C(u) :
uo(Af+pug)=Muof+puog=>Afou+ pugo= N+ pug)ou.

Donc le commutant C(u) = {v € L(E)/uov = vou} est un sous-espace vectoriel de L(FE).

. On a déja de maniere évidente que pour tout k € N, u¥ € C(u). Comme de plus C(u) est un

sous-espace vectoriel de L(E), les combinaisons linéaires de tels vecteurs sont aussi dans C(u).
Ainsi pour tout P € K[X], on a bien P(u) € C(u). D’ou l'inclusion Ku] C C(u)

(a) Soient deux endomorphismes v et w de C(u). Supposons que v(zg) = w(zp), et montrons
que v = w. On a pour tout k € N*,

k

v(uF () = v o uF(xo) = u* o v(x) = uF

Fow(zg) = w(uF(xo)).

Ainsi v et w coincident sur la base (xg,...,u" !(z0)). Elles sont donc égales.
(b) Soit v € C(u).
i. Comme (zg,...,u" (zo)) est une base de E, donc une famille génératrice de E, il
existe bien (ag,...,an_1) € K® tel que v(zo) = an—1u" H(20) + - - - + a1u(zo) + aozo.
ii. Posons w = ap—1u™ ' + -+ + aju + agldg. On a clairement que w commute avec u
(c’est un polynéme en u !). De plus on a v(zg) = w(xp). Par la question précédente,
on en déduit immédiatement que v = w.

On a déja que K[u] C C(u). Réciproquement, on vient de montrer que si v € C(u), alors v € K[u].
On en déduit donce que C(u) = Ku].

On sait déja que la famille (Idg,u,...,u" ') est libre, et qu’il existe un unique polynoéme P de
degré n et unitaire tel que P(u) = 0z (g) (c’est le polynéme minimal). On va montrer que :

Klu] = Vect(Idg,u,...,u"").

Prenons un élément de K [u], il est de la forme A(u) avec A € K[X]. On fait la division euclidienne
de A par P : il existe un couple (Q, R) € K[X]? tels que :

A=QP+R
deg(R) < n

On évalue en u :

A(u) = Q(u) o P(u) + R(u).

Or P(u) = Og(pg), donc A(u) = R(u). Comme enfin deg(R) < n, on en déduit que R(u) €
Vect(ldg,u,... ,u"“l). Finalement, on a bien que :

C(u) = K[u] = Vect(Idg,u,...,u™?).

La famille (Idg, u, ...,u" 1) étant libre et génératrice de C(u), c’est donc une base de cet espace,
et dim(C(u)) = n.



