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Exarcice  Pour z tendant vers +00 , on posex —% U z‘tend vers 0
/
o 1 1
Ona:g(x)zg(t):\/ +=+2- —3 lzm1+3t+21“)2——(1+2t2+t3)3
Ona:(l+u)*=1+4+au+ ( +0(uz)

2
1 o
donc (1 + 3t + 2t2)2 =1+ 2(3t + 2t?) — g(9#) + o(t?)

3. 1 "
=1+ t—§t2+ou)

1
Fife=

et:(1+22+1%)3 =1+ (2t2) Fo(t?) =1+ gt" +o(t?)
e au voisinage de +oo (ici [t| =t)

0(@) = §(t) = 2t — D2 4 o(t) =

| - 24
3 19 1
donc|g(z) = et -+ o(;)

L\)]oo

La droite d’équation y = 5 est asymptote horizontale  la courbe et la courbe est en dessous ||

@-3 ~ 2
It ™ e e 24z
e au voisinage de —oo (ici [t| = —t)
1 3 13 | . 8 18-, .1
g(z) =g(t) = ( -2 — -2—1.‘. ~ 51 =t2 + o(t?)) donc | g(z) = —2x — ST i + O('x—))
La droite d’équation y = —2z - —; est asymptote a la courbe et la courbe est en dessus

car (&) — (20— 3) - o —5 ob= <0
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Montrons par récurrence que : Vn ~ NVr € R f(A\"z) = f(z)
Pourn=0,ona:Vz € R f(\"z) = f{z)!

Supposons qu’a un rang n on ait : Vz = R f(A"z) = f(z) ,

alors Vz € R f(A\""'z) = f(A.A"z) = f(A\"z) = f(z) d’aprés Phypothése de récurrence
On a donc démontré que : |Vn € NVz € R f(A\"z) = f(z)

Soit A tel que [A] < 1 ,
Soitz € R. lim A"z = 0 donc, par continuité de f en 0 : 1121 f("z) = f(0)
St )

n——->+oo
donc , par unicité de la limite , f(z) = f(0) puisque f(X"z) = f(z) pour tout n

Donc : |si i/\| < 1alors f est conatante{

- Soit A tel que || >' 1. Posons p = l .Cna:lul <1

et Ve € R f(uz) = f(Auz) = f(z)
D’apres la question précédente, on a f constante.

Donc| st |A| > 1 alors f est constante |

Gacce S

gé_) Soit g la fonction définie sur R par g(z) = (2% — 2z + 3)é?

Donc:| Vn € NVz € R ¢™(z) = 2"(2® + (n — 2)x +

2z et w sont de classe O™

Soitu:z+— 22 —2zx+3etw:zr—e
etona:Vz € R w® () = 2Pe* pour tout p
etu®(z) = 2%~ 22 +3,uV(2) =22 - 2, u®(2) = 2 et u™ () = 0 pour k > 3

D’apres la formule de Leibniz ,ona:Vn € NVz € R
n

1@ =3 (})u @)

k=0
2
k=0 \
g(”)(x) = (z? — 2z 4 3)2%e*™ + n(2x — 2).2" 1% 4+ —_n(nQ— D) D9800 o 5

Pour 71 = 0 ou n = 1 la derniére égalit? reste vraie

Donc: Vn € NVz € Rg™(z) = 2"(z? =2z + 3+ n(z— 1) + 1@4"_1))6%

n? — 5n.+ 12
4_
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Exrrcéce 6

Soit g - ( }0, 5 t —-R g est déFaie , dérivable sur I = jos

avec:Vz € I ¢'(z) =

D’apreés le théoréme des accroissements fin's sur [a, b] (g est continue sur la, b]
et dérivable sur Ja,b[ ) on a: Ec € la, b{ g(b) — g(a) = (b—a)g'(c)

[

oS

z +— In(cos z)

—sinz 4
= —Tanz

CosS T

= 'tan c

In(cosa) —In(cosb) _ - , ((,)
b—a

Comme tai: est strictement croissante sur la, b[ on a donc

v0<a<b<§tana<

In(cose) — In(cos b)
b—a

< tanbd
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g 5 i +oo!
3_2) Lz fonction u : £ —+ 1 + 2z est continue sur D et u(D) C |0. +oo]
La fonction In est continue sur |0, +oc{ donc Inu est continue sur [
1 .
La fonction z —> ~ est continue sur D\ {0}

X
: \ {0
Donc f est continue sur D\ {0} .
; : sement limité , lim f(z) = 1 = f(0) donc f est continue en 0
De plus , d’aprés le déveleppement limité , lin (@) = 1= f{0) b

Ainsi :l f est continue sur D l .

(-] < i (o) ‘*_ f(o);~2
@3\ pav 04 i("(‘;‘"_&__gﬁ) = -2+o(1) Xn ﬁ—iw“&('-“‘“ &

,@_&_\

-y =9
e Lafonction u : 7 = 1+ 2z est de classe C*° sur D et u(D) C 10, +o0[
La fonction In est de classe C* sur 10, +00[ donc Inu est de classe O sur D
. 1
La fonction z —— st de classe C* sur D\ {0}
Donc f est de classe C* sur D\ {0} .
Donc| f est dérivable sur D|d’aprés la question précédente
-1 1 2 41, 2z
. / e -~ o — —
Ona:Yee D\{0} [ (2) = - In(1+ 2z) + =M= ~E2(2x—i—1 In(1 + 2z))
2
& i 2
Posons ¢(z) Y In(1 + 2z) pour z € D : : )
2 —4z

i est dérivable sur D etona:Vz € D ¢/(z) =

(2z+1)? 2r+1 (2z+1)2
-1 . o
 €est strictement croissante sur DR 0| et strictement décroissante sur [0, +00]

Donc ¢ est maximale en 0 avec (0) = 0
Donc: Vz € D\ {0} (z) < 0Donc:|Vz € D\ {0} f'(z) <0

e Ona:Vz € D\ {0} f(a:)zln—(l—gizl—ldonc lim = +4oo|et Ili)rfoof(:c)z—l
z-*Tl f(=z)

e D’ou le tableau des variations

;1 :2— 0 +00

N e A

+00
N\
f 1
hN
; -1
ee Lafonctien f est continue , strictement décroissante sur Pintervalle D donc
- [ realise une bijection de D vers f(D) = ]—1, +oo] .

Comme 0 € f(D), on conclut que : [ 318 € D f(B) :6}
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Q}-’-‘ On suppose ici que ug € |3, 400

44| '
e La fonction g est dérivable sur [0, +oo[ de dérivée ¢'(z) = -

Soitz > 0.Onaln(1 + 2z) > 0 donc Iintervaile |0, +oo| est stablz par g : z — ln(.l +22)

Donc | u, est bien défini pour tout » dans N avec u,, > 0

On suppose que (un)nen converge vers L. On a alors L > 0 par passage 3 la lunite
sur un, > 0 pour tout n . Comme g est continue sur [0, +00[, ona: g(L)=1L
L =0estunesolution.SiL>0,0na:g(L) =L <= f(L)=0<= L =2

Donc|L € {0, 5}

P 0 B ~+00
gE)—-z|0[+ [0+
‘ +00
- A
g g
a

On étudie la fonction g : z — In(1 + 2z) sur J = [0, +o0]
g est définie , strictement croissante sur J

De plus , pourz > 0: g(z) — z = zf(z)

d’ou le tableau d’étude

| 0
Lintervalle ]0, 8] étant stable par g ona:[Vn € N U, € }O,W

Sur]0,8],onag(z) —z >0donc:Vn e Ntpy —u, >0
Donc/|la suite (u,)nen est croissante
Comme la suite est croissante majorée , elle ccaverge vers un réel supérieur
ou égal a ug donc | la suite (uy)nen converge vers 3. :

————
e e e i

Lintervalle |3, +o00] est stable par g donc : !_\772 € Nu, €13, +o0|

Sur |B;+00[,ona g(z) —z < 0 donc: Vn € Nupy —u, <0
Comme la suite est décroissante minorée , elle converge vers un réel supérieur

ouégal 3 B puisque u, > 3 pour.tout n donc| la suite (4, )nen converge vers 2

\ / \ : . . l + 2$ ‘f
donc d’aprés le théoréme des accroissement Gais : _ !
- Vne N Jey € ]Um B{ Unt1 — B = g(un) g g(ﬂ) = (tiy— .!5’){/(%)
On sait que la suite u est croissante doxic : Vi € N 1 fu, <f
2
donc.g'(e,) € | == ,— | d
9(en) 1320 dag| e
|

»f\Q/neNlunH—msg:uwB;,

. .
e Par récurrence , on montre que:Vn €N ju, - 8| < (5)’ fug — B
e Vu l'encadrement de 8, on a : [uo — Bl <1

Donc :l, Vn € N_Iun —i@| < (32')",

|
|
!
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Q’L‘ Cas ¢v = % : posons, pour z € [0, 5], 9(z) = flz + 5) — f(x). Alors g(0) = f(%) —~ f(0),
1 1 |
9(5) = f(1) = f(3), or f(0) = f(1)}, donc
1
9(0) = ~9(35)

. ’ \ . T = : 1
or g est contiziue, donc, par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe zy € [0, =] tel que g(z) = 0,

5.’
Le.
SR
fxo+ 5) = [lxo)
A 1 I 11 (43 1 r 3
Cas général : o = ¢ posons, pour & € [0, —hgle)=fle+ )~ (z). Alors
. 1
9(0) = f(=) = F(0)
n
1 il i
(_\ = f(=) — _
9l f\_n) f(n)
n—1 . n-—1
gh—se=] = f{l) = fl===)
n n
n—1 k
en sommant on obtient Z g(=) = 0, car f(0) = f(1). Donc, soit les g(~) de cette somme sont tous
n n
k=0

nuls et zy = 0 convient, soit il existe deux termes de signes opposés, et comme ¢ est continue, il existe
par le TVIun zg tel que g(zo) = 0, i.e.

71“) = f(2o)

f(;ro -+ ,
i

(Q/Z_{ Comme 3 g N, sin ~ # 0, donc f est bien définie. On vérifie f(0) = f(1) sans peine, puis,
o o
pour tout z € [0,1 — ¢,

) sin (£ — 7 gin” Z=
f(1+a\;—f(va):x+a~—-——£~°—._;;—)——x+ —2L =a#0
sin® L sin® Z



