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PROBLEME 1
Les parties A et B sont indépendantes, mais sont utilisées par la partie C.
PARTIE A :
Pour tout réel a positif ou nul, on note ¢, la fonction définie sur IRY par g.(t) =t".

A.1. Montrer que la fonction g, est prolongeable par continuité en 0 {(on notera toujours
ga la fonction ainsi prolongée, qui est douc définie et continue sur R4 ). Préciser la
valeur de ¢,(0). Montrer que la fonction g, est de classe C* sur Ry poura>1.

Soient a et b deux réels positifs ou nuls. On pose

1
Hab) = [ ou®) a1 -tyar.
0
A.2. Justifier existence de I'intégrale I(a,b). Comparer I{a,b) et I(b, a).
|
On écrira abusivement I(a,b) = [ (1 —t)® dt.
0
A.3. Soient @ et b deux réels positifs ou nuls. Trouver une relation entre I(a + 1,b) et
I{a,b+1).

A.4. Calculer I{a,0). En déduire que, pour tout entier naturel n, on a

!

om = D@D . —@rnr

A.5. Soient p et g deux entiers naturels. Exprimer I(p, ¢) & I’aide de factorielles.

A.6. En déduire la valeur de l'intégrale
] . .
J(p,q) = f (sin 8)*P+ (cos 929 d6
0

ol p et ¢ sont deux entiers naturels.

PARTIE B :

Pour tout réel a strictement positif, on note f, la fonction définie par
a
falz) =2 In (1 — ;) X

B.1. Préciser ensemble de définition de fq-
On note C, la courbe représentant la restriction de la fonction f, a l'intervalle Ja, +o0].



B.2. Si a et = sont deux réels tels que 0 < a < z, démontrer 'encadrement

Esln:n—ln(:z: —a)< .
z z—a

B.3. En déduire les variations de la fonction f, sur l'intervalle |a, +oo[ (on dressera un
tablean de variations). Préciser la nature des branches infinies de la courbe C,.

B.4. Donner 'allure des courbes C, C3 et C3 sur un méme schéma.

B.5. On fixe a > 0 et on considere la suite y = (y,,) définie, pour tout entier naturel n tel
que n > a, Par Yn = (1 — E)n.
Etudier le comportement (neens de variation, limite) de la suite (y,).

PARTIE C :

Pour tout réel positif ou nul z et tout entier naturel non nul n, on pose

Fn(z)=/0n (1—%)" u® du .

C.1. Montrer que F,(z) = n**! I(z,n).
C.2. En utilisant les résultats de la partie B, montrer que, pour tout z fixé, la suite
(F,,(.w:))ﬂ e~ €st croissante.
C.3. On fixe z > 0.
a. Montrer l'existence d’un réel strictement positif U tel que

1
w2 '

Yu € Ry u2lU =e"<

b. En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, on a

v 1
F,(a:)é_/é e *u® du-%-ﬁ .

c. Montrer que la suite (Fn(z)) cn- st convergente.
Pour tout réel positif ou nul =, on pose F{z) = n_l_iﬂl@ Bz}
C.4. Démontrer la relation fonctionnelle
Vr e Ry Flz+1)=(z+1) F(z).

En déduire la valeur de F(k) pour k entier naturel.



