DLA2  |PROBLEME : POLYNOMES ct FONCTIONS

r ’ . e 1
- On considére la foncti déf R i ¥, R x):=
Cj_)\ﬂf\g' n co! on g mesur R par: Vx e g(x) T+ 22

___——" On rapelle que g™ désigne la dérivée n —iéme de la fonction g et que, par convention, g = g

x+~+ x*+1 est declasse C* sur R et ne s’annule pasdonc |g estdeclasse C* sur R

: 4

Q-‘.Q/l Pour x € R,ona: [g'(x) = ;_2!__2,
x2+1)

" _ &3 ] -3 _ *‘2(1'2+1)+8X2 B 62_2 o (
8'(x) = =2x* + 1) + (- 2)(-22))(x* + 1) = PEY = (x§+ 1) =g'(x)
2 - 2.
g = (12002 + 1) + (622 - 2322 + 1) = D&+ D -6x6x7=2) )\ 51 94y

@2+ 1!

soit | gP(x) = Z2AX +24x _ 54 =X
x*+1) x*+1)

el: g®(x) = 24((38 + D + )7 + (= +0)(~4(20)) ) (2 + 1)
3y 2 — Qi3 4_ 2
_ 5 G321+ 1) 581( Lx) (W) = 2405x le5+1)
(x+1) ai+1)

O- 3 lePourne {0,1,2,3,4} , les calculs précédents montrent que

P, e RX] VxieR g = ~——(—"—”—",,;,—P..(x)
G2+1)

+ Supposons le résultat vrai Aunrang n € N | fixé .Onaalors :Vx € R
g™ () = (-1 )"jix— (P + 1)) = (=1 )"(P.:(x)(xz + 17 = (4 120022 + 1) P (x) )

= DM+ )™ (204 P - 07+ D) = =S p o)

x2+1)™

avec : Ppu(X) = 2(n+ 1)X.Py(X) = (X2 + 1) Pa(X) et Pny € R[X]
»Donc par récurrence , on a montré que :

Vne N 3P, eRX] VieR gom=—""p g
(x2+1)

avec | Po=1 et. Vne N Ppu(X) =2+ DXPX) - (X2+ 1) Pa(X) (R1)
*On admet que cette suite est unique

0 4| ona: [Px)=1]

Ona: Py(X) = 2XPo(X) — (X2 + 1) Py(X) = 2X  donc f PyX) = 2X
puis : Pa(X) = 4X.P(X)— (X2 +1) P,(X) = 8X? = 2(X2 + 1) donc | Py(X)=6X>-2
puis  P3(X) = 6X.Py(X) — (X2 + 1) Po(X) = 6X(6X? - 2) — 12X(X? + 1) donc |P3(X) = 24(X* - X)
puis Pi(X) = 8X.P3(X) - (X? + 1) P5(X) = 8X X 24(X> — X) - 24(X*> + 1)(3X* - 1)
donc | Pa(X) = 120X* — 240X2 + 24 = 24(5X* — 10X* + 1)
» On vérifie que ces résultats sont cohérents avec les calculs de la question Q-1-b-

Lgij‘ Montrons par récurrence que : Vn € N Pou(=X) = (—=1)"P,(X)
e C’est vrai pour n =0 (etméme pour n € {0,1,2,3,4}
+ Supposons le résultat vrai aunrang n € N |, fixé . On a alors : ,
Pant(=X) = 2(n + 1)(=X).Pa(=X) = ((=X)* +1) Pa(=X) = =2(n + 1)X(~1)"Pp(X) - (X* + 1) Pa(-X)
Or Pu(~X) = (~1)"Pa(X) donc —Pa(=X) = (<1)"P,(X)
donc: Pmi(=X) = —2(n + DX(1)"Po(X) + (X2 + 1) (~1)"Pa(-X)

= (1™ (20 + DXPAX) — O + P ) = ()™ Pa (%)

* Parrécurrence ,onadoncmontré que : | Vo € N Pu(—X) = (=1)"P.(X)

autrement ditque |Vrn e N P, estdela parité de n




’ Q-6 On notera dom(P) le mondme dominant d’un polyndme non nul P

Montrons par récurrence que : Vn € N dom(P,) = (n+ 1)IX"
e Cestvraipour n=0 et n=1 (etmémepour n e {0,1,2,3,4}

« Supposons le résultat vrai A unrang n € N* | fixé . On a alors :
dom(2(n + DX.PA(X) ) = 2n+ 1)((n+ 1)HX"!

et dom(—(X* + DP(X)) = -nln + 11X
donc dom(Z(rH- 1X.P.(X) ) +dom(-—()(1 + l)P::(X)) = (2n+2-n)((n+ HX"™ = ((n + 2)H X

+ Par récurrence , on a donc montré que : | Vn € N dom(P,) = (n+ X

Q- ‘4— Soient g et h deux fonctions n+ 2 fois dérivables sur un intervalle non trivial / de R
Alors hxg est n+2 fois dérivable sur / etona:

n+d
(hxg)(ml) == Z(n+2)h(i) xg(ﬂz—*k)
o k

Q-8 Soit h:x+ x2+1 . hetg sontdeclasse C*. surR
avec:Vx € R Ax)=x"+1 , i) =2x , KP@)=2 et &®x) =0 pour k>3
Donc d’aprés la formule de Leibniz - YVne N Vre R ‘

n+l

(hxg) (™) (x) = g("zz JAR ) x g (720 z) |
= ("5 )@ xg D)+ (72 YA (@) x g(*)x) + ("32)a D@ x g

= (2 + Dg{™)(x) + (n + 2)2x)g (") (x) + Qf—z—)zi'l*—]—)- x 2g(") (x)

=+ D= e+ 2+ 20— by D) Dl
(x2+1)"“3 “n42 (x2+1)»+2 el {X n n )(12+1)m1 n(X)

= 2}3%1 1);"*2 ( Prsa(x) = 21 + 2)xPrs (x) + (1 + 2)(n + 1)(x> + I)P,.(x))

Or: (hxg)(™)(x)=0

Donc , la fonction polyndme étant nulle sur R :
Vne N Ppa(X) =200 + 2)X Ppni(X) + (n+ D(n + 2)(X2 + DP(X) =0  (R2)

LQ_-S ! Onpose: Vne N uy = Pu(0)
D’apres la relation (R2) , il vient :
Vne N Paa(X) = 220 + 2)X Pons1 (X) + 20+ 1)(2n + 2)(X? + 1)P2(X)
Donc: Vne N s +2n+1)2n+2u, =0
Soit: | Vn € N ups = -Q2n+1)2n+2u, |
*Montronsque: Vne N u, = (-1)"(2n)!
Ona: up = Po(0) = 1 = (-1)%0)!
Si up = (=1)"(2n)! alors uny = ~(2n+ 1)(2n + 2)(=1)"2n)! = (—1)™!(2n + 2)!

Donc , par récurrence , on a montré que : [ Vne N u, =(-1)"2n)!

[@A0| D apres les relations (R1) e (R2) ,ona: wne N

Pri(X) = 2n+ 1DXP.(X) — (X2 + 1) Pa(X)
et: ‘
Paia(X) = 2(n + )X.Poii(X) — (n + 1)(n + 2)(X? + 1)Po(X)

D'ou d'aprés (R1) :



Pua(X) = 2(n + 2)X.Pp(X) — (X2 + 1) Ppyy (X)
2(n+ 2)X.Pai(X) — (n + 1)(n+ 2)(X* + D)Pa(X) = 2(n + 2D)X.Pa(X) = (X2 + 1) P, (X)
(n+ 1)+ 20X+ DPo(X) = (X2 +1) P, (0
Donc, puisque I’anneau R[X] estintegre -

Donc :

Donc :

Yn €

N P..X)

= n+ 1)(n+2)P.(X) (R3)

oM

D’aprés

Donc 0 =

Ainsi

Dérivons la relation (R1) ;il Vient: Va e N
Poo(X) = 201+ 1).P(X) + 2n + 1)X.Pu(X) = 2X Pa(X) - (X2 + 1) P.'(X)
= 2n+ 1).Pu(X) + 20X Pa(X) — (X2 + 1) Pa (X)
(R3) , on en déduit : )

2n +1).Pu(X) + 21X Pa(X) — (X* + 1) P (X) = (n+ 1)(n+ 2)Pu(X)

(X2 + 1) Pa' (X) — 2nX_Po(X) + n(n + 1)P,(X)

Vne N

(X2 + 1) P, (X) 2nX.Po(X) + nin + 1)Po(X) =CAR4)

Dans cette question , on se propose de montrer que P,(X) est scindé sur R
et de déterminer les racines de  P,(X) pour n > 1

lQ-AZ Ona: {Py(X) = 2X

Ona:

Py(X) = 6X?

oo ) )

Ona:

P3(X) = 24(X? - X) = 24X(X ~ l)(X+ 1)

Ona: PyX) = 24(5X* - 10X%2+1)
Les solutions de 5z2~10z+1 =0 sont 7z = 10— ’/—

1-—2-— et z:=l+—?——

3

2

Donc les racines de P4 sont -J1+-——— —Jl—-———— -

i

2 2
—£— et 14+ =
T

- / ol ,__2__ - (12 _( sl
Donc | Pa(X) 1zo(x+ 1+J§)(x+1 E)(X 1 ﬁ)(x 1+ﬁ)

‘Q-A;lOna: Vxe R

2

Par ailleurs : f{} (

_L(_L__.__l__)

X -

i x+i

=_§l_:(x+i—(x—i))= 1 e il

(e +i)x—1) 2 +1

(—1)'n!

x+z) = x+)™

pourtout » € N ( récurrence immédiate )

(x- )" +i)™

donc: Vne N* Vxe R
(W)= L[ DR 1)n! )= 1)"n! ((x+i)’"'-(x-i)""
i '((x D (x+ i)™ 2i
- D"+ )™ — (- i)™
2z a2+ )™
Donc: | Vne N'  Py(X) = ZL((x+iy™ - (X -i)™)

par uniité de la suite (P,. ) .



Q[ | Pour ne N* | d’apres la formule du binéme de newton . on a -

n+l

(X +i™ - (x - ™ =Z(n+l )(‘ __(_l)lr)xmx—t Z(n+l) "(1—(~1)‘)X"‘H
=0

Pour & = 0, on obtient ("+’)*(1-(~1)*)X"*“—o

Pour k= 1, on obtient ( "+ 1 Yit(1 - (-1)) xm1+ = 2in 4 1)

Donc: (Vne N°  dom(P,) = -%{-xZi(ni»l)X" =(n+1)1X"

Q- /S Pour ne N et ze C.ona:
P =0 (2= i)™ = z+i)™ o ke {0,...n} z-i= (z+i)exp( 2ik3§ )

& ke {0, .n) (cxp( ) )z (l +cxp( 2ikm )) n+

) )= ) (o)

—2 cos (

sm(n+1 )

Donc Pu(z) =0 < 3k e {l,.,n} z=

< dk € {0,...n} cxp(

> 3ke {I,..,n ) (carsi k=0 ona: 0= -2 Hry

-Zcos( nlin] )

()
Or la fonction cotan est une bijection de J0.%x[ vers R et i suite ( ;%- |
cst une suite strictement croissante d’éléments de ]0,x [ donc

Vn € N° P, admet n racines réelles distinctes z; = —cotan(-’-;kfr) pour k€ {1,..n}

MOnadonc: Vne N* P,:(n+])'H(X+cotan( ))

B (n+l-k)1t)__ ke
NB: Si ke {1,.. ,n} alors n+ 1 ke {1,..,n} ctcotan(————*:l——— = colan(’H_l)

kn
= e t (
Cotan =

‘ donc: |{Vne N* P,=(n+ U'H(X cotan( ))

M Ona: Pu(X) = ZL((X+)™ — (X=i)™) = (n+ 1)1X" 40X~ +
1l
Donc LLa somme des racines de P, vaut 0 ] car cette somme vaut —?;1—277

IQ»/{S] -lSi n _estimpair , le produit des racines de P, vaut 0] car O est une racine puisuge P est impair

* Si n estpairavec n=2m Ona, Xy Xn désignent les racines de P,, -
P2l0) = tm = (=1)"(2m)! = (n + 1)1 H(o cotan( K1) = (n+ 1)1y [ [
=1

A r D™ ™
Donc : gx,‘-. (n+l’)" = prerm n=2m




