Corrigés DM 14: espaces vectoriels
PCSI 2 .

Exercice 1 {865)

On considére les vecteurs de R?
u=(1,1,1)et¥ = (1,0,-1)
Montrer

Vect(d, ) = {(2a,a + B,28) | @, B € R}

Corrigé
pan class='Eq’>{ (2, @ + B,28) |, B € R} = Vect(Z,y) avec Z = (2,1,0) et
@o — AQ«u&NV.

Onaid = Wﬁm +y) et = .W.Am — 4) donc 4, ¥ € Vect(Z, §) puis
Vect(d, ) C Vect(Z,7).

AussiZ =1 + ety = i — ¥ donc Z,§ € Vect(%,) puis
Vect(Z, ) C Vect(i, v).

Par double inclusion I'égalité.

Exercice 2 (875)

soit E Fensemble des fonctions f : R — R telles qu'it existe @, b, ¢ € R pour lesquels~:
Vz € R, f(z) = (az® + bz + c)cosz

a) Montrer que E est sous-espace vectoriel de (R, R).

b} Déterminer une base de ¥ et sa dimension.
Corrigé

E = Vect(fy, f1, f) avec fo(z) = cosz, f(z) = zcosz et fo(z) = z? cosz.
E est donc un sous-espace vectoriel et (fy, f1, f2) en est une familie génératrice.

b) Supposons afy + Bf; +vfy =0.0naVz € R, (a+ Bz + yz*) cosz = 0.
Pour = 2nm, on obtient & + 2n7f + 4n?x?~y = 0 pour toutn € N..

Sivy # 0 alorsa + 2n78 + 4n? 72y — +o00. C'est exclu. Nécessairementy = 0.
Onaalorsa+ 2n7f8 = 0 pourtoutn < N. ,,

Pour n = 0, puis n = 1 on obtient successivement @ = 3 H .

Finalement (fg, f1, f2) est une famille libre. C'est donc une base de E etdim F = 3

Exercice 3 (918)
Comparer Vect(A N B) et Vect(A4) N Vect(B).
Corrigé

pan class='Eq’>A N B C Vect(A) N Vect(B) et Vect(A) N Vect(B) est un sous-
espace vectoriel donc Vect(A4 N B) C Vect(A4) N Vect(B). Linclusion réciprogue

- nest pas vraie :prendre A = {ui} et B = {24} avec i # 0

s e 0 e s T 45, A A € A A 08 o s

Exercice 4 (S20)

Soient F' = Tm CY(R,R) | £(0) = 7' (0) = & et
G= ?183_ ?sﬂﬁ.

Montrer que F” et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de C' (R, R).

Corrigé



pan class=Eq>F C €' (R,R),6 € FetVA,u € R,VfgeF,
(Af + 1g)(0) = Af(0) + ug(0) = 0 et (Af + ng) (0) = Af'(0) + pg’(0) =0
donc Af+ug € F.

G C €' (R,R),5 € G (enprenanta = b = 0), VA, s € R,Vf, g € G, il existe
a,b,c,d € RtelqueVr € R, f(z) = az + betg(z) = cx + d etona alors
(Af+ pg)(z) = ex + favece = Aa + pc € Ret f = Ab+ ud € R donc
M +pugeG.

Soith € FNG.llexistea,b € RtelsqueVz € R, h(z) = az + bearh € G.
orh € Fdonch(0) =b=0eth'(0) = a = 0 puis A(z) = 0ie. h = 5. Ainsi
FNG= A&.

soith € €' (R,R). Posonsa = h'(0) € R,b=h(0),g:z — az +bet
f=h-g

Clairementg € Geth= f+g.Deplus f(0) = h(0) ~b=0et
F(0)=h(0) —a=0doncf€ F.

Ainsi F + G = €' (R,R).

Finalement, F et G sont supplémentaires dans € (R, R).

Exercice 5(922)

Soient H = {(21,22,...,%2) €EK" |21 + 22 +--- +Zp, =0} et
u=(1,...,1) e K".
Montrer que H et Vect(i) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de K™.

Corrigé

panclass='eq>H CK",6=(0,...,00 € Hecar0+--- + 0 =0etVA,u € K,
VZ = (21,...,%n) € H,Vj = (¥1:---:¥n) € H,ona
AZ + py = (AZ1 + py1,- - -, AZn + py,) avec

Q21 +py) + -+ (Azn +pyn) =Mz +- - +20) +plty + - +y,) =0

donc AZ + py € H.

Vect() = K1 est un sous-espace vectoriel,

Soit ¥ € H N Vect(#). On peut écrire ¥ = \il = (As...,A) car T € Vect(@).

Org € Hdonc A+ -+ + XA = 0d'od A = 0 et donc = 5. Ainsi

H N Vect(d) = {5}.

Soit¥ = (vy,...,1,) € K*. Posons A = Ly tor ), Y= MetZ =% ~§.
ClairementZ +§ = %, 5 € Vect(d). Deplus F = (z1,...,2,) avec

z +...+H§”AQH IVV...T.....TMe:]yv“AQw +...+Q~uv|:yﬂu9n03n
7 € H. ainsi H + Vect() = K"

Finalement H et Vect(2) sont supplémentaires dans K".

Exercice 6 {960)

Les parties de .wn A%LWV suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels~?

=) {f: R — R | f est monotone} Eﬁ\“ﬁiﬁwwm,gﬂmmwg

nl.?ﬁlvw:._m“wﬁb&_& av.ﬁ\u_ﬂ.lvﬁ:qamngﬁuov.

Corrigé

non
b) oui
c)non

d) oui.

Exercice 7 (968)

Soient I et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.
Montrer que F U G est un sous-espace vectoriel de E si, et seulement si, F C G ou

GCF.



Corrigé

rcontraposée,siF ¢ GetG ¢ Falors3Z € F,Z ¢ GetIy e G,y ¢ F.
T+y¢FarZ+yge F=>4§=(+y) —Z € F cequiestexchu.
Z+Y7E€GcarZ+7€G=>Z=(T+¢)— ¥ € Gcequiestexlu.
AinsionaZ,y € FUGetZ+35 ¢ FUG.

Puisque F' U G n'est pas stable pour I'additior;, ce n'est pas un sous-espace vectoriel de

E.
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