Exercices-Chapitre 2: Généralités sur les fonctions

¢ Exercice corrigé - v A savoir refaire

Fonctions associées

¢ 2.1 Soit une fonction f définie sur R dont
on donne la courbe représentative ci-contre.
Parmi les six courbes représentatives ci-

dessous, identifier celle de :

f1ix s £ (=) f2ixis f(g) f3ixi —F(X)
faix>f(x-1) f5:x>f(2-x) fe :xn—>%f(x)
3 q p 34 x 418 -1 1] 2 oo
Fiéure 1 Figure 2
4 1 77 ’
Figt)re 4 Figure 5

Propriétés globales

PCsI2

Fig:/r'e 6

v 2.2 Montrer que les fonctions suivantes sont bornées sur IR, sans utiliser leurs variations :

fixo

) s

1+x2 3+cos(x)

h: xi>2e % +1

2.3 Compléter le tableau de variations suivants sachant que f est dérivable et impaire sur R,

t -0 1 + 0
Signe de f '(1) - 0 +
+ o0 + 00
Variations de f
2
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2.4 Soit f une fonction définie sur R, 2 - périodique et telle que ¥xe]0;1], f(x) =1 - x.
a. Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormal sachant que f est continue
et paire.
b. Méme question avec f impaire.

v 2.5 Montrer que ¥x<R, x| %+t =LxJ
2 2

Indication: Etudier la périodicité de f : x > {%J + {x s IJ - ij

.................. >

¥ 2.6 On consideére la fonction f définie par f(x) = In (x+v/x*+1)
a. Justifier que f est définie sur IR et étudier sa parité.
b. Donner les variations de f sur R sans calcul de dérivée.

2.7 Trouver toutes les fonctions périodiques et monotones sur R.

2.8 Déterminer, s'ils existent, supf ,inff ,maxf ,minf dans les cas suivants:
I I I I

a. f(x)=x?surI=1]2,1] b.f(x)=IxlsurI=[-1,2[ c f(x)=xe* -1surI=R.

¢ 2.9 Parité et opérations

a. Que peut-on dire de la somme de deux fonctions, définies sur IR, paires ou impaires ?

b. Que peut-on dire du produit de deux fonctions, définies sur R, paires ou impaires ?

c. Que peut-on dire de la composée de deux fonctions, définies sur R, paires ou impaires ?

2.10 Soit f une fonction croissante de [0, 1] dans [0, 1].
On considere I'ensemble £={ x € [0, 1], x < f(x) }.
a. Justifier que £ est non vide puis que £ admet une borne supérieure xo<[O, 1].

b. Démontrer que f(xo) = Xo.
Ind. on raisonnera deux fois par I'absurde en supposant f(xo) < xo puis f(xo) > Xo.

¢ 2.11 Déterminer f : R —R telle que : VxeR, fof(x)=x+1et f(f(x)-1)=1-x?
Indic : considérer une fonction f vérifiant les hypotheses

¢ 2.12 Soit f €F(R,R) telle que fof est croissante et fofof est strictement décroissante.
a. Justifier que V(x,y)eR?, f(x) < f(y) = y <x.
b. En déduire le sens de variation de f.

Continuité et dérivabilité

v 2.13 Etudier la continuité des fonctions suivantes sur IR.
XEoX2 G

f ixs In(x+Vx2+1) gix>{ x-2 hixisIx]+ (x-1x])?
3six=2
1

2.14 Soit f définie sur R. par f(x)=e * six>0et f(0)=0

a. Démontrer que f est continue sur son ensemble de définition
b. Etudier la dérivabilité de f .

c. M@mes questions pour g définie sur R par g(x) = xzsin% six=0etg(0)=0
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¢ 2.15 Montrer que f est dérivable sur D puis calculer la dérivée

a. f(x) = 2cos(3x+% )etD=R b. £(x) = sin (X—J’;j et D = R\{2}

c. f(x)= Vx?*+3x+4 etD=R d. f(x) = |n(x2—2x—3) et D = J-o0 ;-1[U]3 ;oof
1

e.f(x)z e *etD:=R f. f(x) = In[2x-1] et D = R\{1/2}

v 2.16 Déterminer le domaine de dérivabilité et la dérivée des fonctions suivantes :

Fix 12‘—:2 g: X In(x+yxe+1) h: x i In(lnx)
+
. .2 . sin2t _
u: tsin®2t+1) vite e w:te |lnT|
co
) sin[—l+x2] 3
¢ x> In|x*—6x+5| $:x>e v x> x2n(x® +x)

v 2.17 Soit f une fonction définie et dérivable sur RR.
a. Que dire de f ' si f est paire ?
b. Que dire de f ' si f est impaire ?

v 2.18 Soit f une fonction dérivable sur I = ]-1, 1.
Donner le domaine de dérivabilité puis la dérivée des fonctions suivantes :

gits f(2t+1) hit s f(1) 01t D)

2.19 Soit f définie par f(x) = 4/x3(2-x) . Déterminer le domaine de définition D de f et les

tangentes a la courbe représentative de f aux bornes de D.

v 2.20 Soit f définie I = -1, +oo[ par f(x) = In(x + 1).
Montrer que, pour tout nelN, f est n fois dérivable sur I et expliciter f™(x).

v 2.21 Etudier la limite en des fonctions suivantes aux bornes du domaine de définition puis
préciser la nature des branches infinies de leurs courbes représentatives, si elles existent.

R—>R
f R-o>R b) 10;4+0[—> R ) h R—->R 4 ,
a) f: g: c) h: p: x“+2x
X Axi+x+1 X X +In(x) X > X +3sin(x) X'—>—|X_1|+x

Bijections
e* -1

v 2.22 Soit f définie sur R par VxeR, f(x) =
e +1

a. Justifier que f réalise une bijection de R sur un intervalle J a préciser.
b. Expliciter la bijection réciproque.

3x+1

¢ 2.23 Soit f définie sur R\{2} par Vx#2, f(x) =

a. Justifier que f réalise une bijection de IR\{2} sur un intervalle J a préciser.
b. Expliciter la bijection réciproque.

2.24 f est définie sur R." par Vx> 0, f(x) = x? + Inx.
a. Montrer que f est une bijection de R.” sur un ensemble J & déterminer.
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b. Montrer que f est dérivable sur J et exprimer sa dérivée en fonction de .
On ne demande pas ici d'expliciter f.
c. Donner le tableau de variations de .
d. Déterminer I'équation de la tangente & la courbe représentative de f ' au point d'abscisse 1.
e. Donner l'allure des courbes représentatives des deux fonctions dans un RON.

Etude de fonctions

o 2.25 Etudier les fonctions o) = x X1

et g(x)= x+In

x-1
x+1 X+1

Chercher

2.26 Soit neiN, étudier I'existence et donner la valeur de sup x"(1-x)
xe[01]

2.27 a. Soit T fixé dans R, justifier I'existence de inf
xeR

valeurs de t. On pourra s‘appuyer sur une représentation graphique de ft : x> x* + tx +1

x* +tx+1| puis la calculer en fonction des

b. Justifier I'existence et donner la valeur de sup(inf

X% +tx + ID .
teR \XeR

c. Etudier I'existence de inf (sup|x2 +1x + IU
teR

xeR

Formule a connaftre :
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