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Chapitre 4: Nombres complexes et applications - résumé

1. L'ensemble des nombres complexes

1.1 Présentation:

On admet qu'il existe un ensemble possédant les propriétés suivantes:

* Cet ensemble contient IR et on peut y prolonger les opérations usuelles en conservant leurs
propriétés.

* Cet ensemble contient un élément noté i vérifiant i? = -1.

Déf: Cet ensemble est € = {a + ib, a et b réels}. et ces éléments sont appelés nombres

* a est la partie réelle de z, on note a = Re(z)
* b est la partie imaginaire de z, on note b = Im(z)

Propriétés immédiates: Pour tous réels a et b et tout complexe z :
Oa+ib=za +ib'<a=a"etb=b'

@z=2 < Re(z)=Re(z') et Im(z) = Im(z')
®z=0<Re(z)=0etIm(z)=0.

qu'on qualifie alors de plan complexe.
A tout nombre complexe z = a + ib on peut associer:
* |e point M de coordonnées (a,b)

* le vecteur w=au+bv
z est appelé affixe de M ou de w selon le cas.
Si za est |'affixe de A et zg I'affixe de B alors |'affixe de AB est ZB - Za.

L'ensemble des imaginaires purs est noté iR.
Z€ilR < Re(z) = 0 ou encore iR = {zC, Re(z)=0}

* zeR < M(z)e(0x)
* z€iR < M(z)e(Oy)

0 est a la fois réel et imaginaire pur et c'est le seul. Ainsi, RniR={0}

1.2 Addition et multiplication dans €

Déf: Soit z=a+ibet z' =a' +ib" deux nombres complexes.
Lasommede zetdez' estz+z' =(a+a')+i(b+b')

Propriétés de I'addition dans C:

O L'addition dans C a les mémes propriétés que I'addition dans R

@vz,ZeC,Re(z+2')=Re(z)+Re(z') et Im(z + z') = Im(z) + Im(z')

® Tout nombre complexez = a + ib posséde un opposé noté -zet -z=-a-ib
vz, ZeC, Re(-z) = -Re(z) et Im(-z) = -Im(z)

Déf: la différence z-z' est la somme z + (-z').
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Déf: Soit z=a+ibet z' =a' +ib' deux hombres complexes.
Le produit de z et de z' est zz' = (a + ib)(a' +ib') = (aa' - bb") + i(ab' + a'b)

Propriétés de la multiplication dans C

® La multiplication dans C a les mémes propriétés que la multiplication dans RR.
@ Tout nombre complexe non nul posséde un inverse.

® x est distributive sur +: Pour tout z,z' et z" dans C, z(z' + 2") = zz' + zZ".

@ z22'=0<2z=00uz' =0

Déf: Soit z et z' deux hombres complexes et n un entier naturel:

¢ Si z'#0, le quotient i est défini par 1 = le
z

p4
e 2°=1,VneN, z"! = zxz" et si z#z0, VneN, z " = 1
Zn
1sin=4k
i sin=4k+l
A refenir: i" = ot kelN.
-1 sin=4k+2
-i sin=4k+3

Proposition 4.1:
@ Egalité de Bernoulli : Ya, be”, VneN’,

n-1
a"-b"= =(a-b)(a"! +a"?b +a"3b% +-+a b"Z +b"!)=(a-b )D a"Hb
k=0
l_zn+1

n
@ Somme géométrique : vzeC, z#1, (1+z+2%+---2" ):sz =
k=0 ~Z

les opérations usuelles. Dans la suite on considére € comme non ordonné et on utilise le signe <
uniqguement entre deux réels.

2. Conjugaison

Déf: Soit z un nombre complexe, le conjugué de z est le nombre complexe E = Re(z) - iIm(z)‘

Propriétés de la conjugaison: Pour tout z et z' dans C,
Dz=z

@z+z'=2z+2'

- = -n
®zx2z'=2zx2z' etparrécurrence immédiate: z" =z pour tout neN.

® Avec z#0, zz''= 1 donne %: i , puis z" = z pour tout neZ.

z
®z+z = 2Re(z) 72—z =2iIm(z)
©®2zeR <= z= 2 z€iR o z=-2

@ zz = Re(z)? + Im(z)?

* Le point ® permet de caractériser les réels et les imaginaires purs.
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* Le point @ permet de calculer les quotients : on multiplie et on divise par le conjugué du
dénominateur

3. Module

3.1 Module d'un nombre complexe.

Déf: Soit zeC, on appelle module de z = x + iy ot X et y R, le réel positif défini par:
|2 = 2 +y?

symétrie.

Propriétés du module: Pour tous zet z' de C
®|z|=0e2z=0

- : 1 z
@ IzI? = zz et donc si z#0, — =~
z [
® lzz'l=1zllz'| et par récurrence immédiate Iz"l = IzI" pour tout neiN.
_d

21

@ si zz0, H = 1 et si z'20, i
z |z| Z

® Re(z) < Izl et Im(z) < Izl

Proposition 4.2-Double inégalité triangulaire: Pour tous z et z' de C,

0) Hz|—|z” s|z+z'|£|z|+|z'|

inégalité triangulaire
@ Cas d'égalité dans l'inégalité triangulaire : |z+z'| = |z| +|z'| <3ieR,,z'=4z ouz=0
® Extension de l'inégalité triangulaire a n complexes :
vheN’, ‘21 +Z, +..2,

los |+lea -+

Z,

Remarque : vz, 2'€C, on a aussi : Hz| - |z” < |z -z | < |z| + |z|

3.2 Nombres complexes de module 1

‘ Déf: U désigne |'ensemble des nombres complexes de module 1.

de rayon 1.

Propriétés des complexes de module 1:
O@UcC carlzl=1=2z%0

@ 1eU
® Sizetz'eUalors zz'€U car Izz'l =lzlIz'l = 1

@ Si zeUalors z'eUcar Iz = IzI'=1de plus 2! = z
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Proposition 4.3: U = {cos6 + isin, 6cR}

Notation: e® = cos6 + isin®.

Propriétés: Pour tous réels 6 et 6':

) eiO: 1 ein/Z: i
@ eltei®’ = @i(0+0") el it = 1
® e =z e
@ Formules d'Euler:

. . eie +e i0
e%+e %= 2c0s0 < |cosO = 5

&= -1 lel = 1

i0
R € i
eie eie'

ef-e = 2ising < |sind =

2i

® Formule de Moivre: VnelN,

(cosO + isinB)" = cos(nd) + isin(nod) \

® Utilisation de l'angle moitié : 1 + e = 2cos§.e 2

.0

cad (e)"= e

1-e=

—2isin9e 2
2

4 Arguments

orme exponentielle d'une nombre co

lexe non nul

Déf: Soit zeC’, on appelle argument de z et on note arg(z) tout nombre réel 0 tel que z/1zl = .
L'argument principal de z est |'unique réel convenant dans J-m;n].

* Si aeR est un argument de z alors tous les arguments de z sont de la forme a + 2kn avec keZ.
On écrit arg(z) = o + 2kn, KZ ou encore arg(z) = o[2n].

* 0 n'a pas d'argument.

zeR" < 3keZ, arg(z) = kn

zeR. "< FkeZ, arg(z) = 2kn  zeiR* < FkeZ, arg(z) = g + kn

Proposition 4.4: Tout hombre complexe non nul s'écrit sous la forme z = re™ avec reR.” et acR,
cette écriture est la forme exponentielle ou polaire de z. Onar = Izl et o est un argument de z.

Propriété des arguments: Soit z et z'C”

® arg(zz') = arg(z) + arg(z") [2n]
@ arg(z") = narg(z) [2n]

® arg(1/z) = -arg(z) [2n]

@ arg(z/z') = arg(z) - arg(z') [2n]
® arg(-z) = arg(z) + = [2r]

® ar'g(;) = -arg(z) [2n]

calculer zz'
récurrence avec @
utiliser @

utiliser ® et @

graphiquement

graphiquement
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Onpose Z=a+ib=Re®avec R=+a*+b?.
On a alors en mettant R en facteur : acos x + bsinx = RcosOcosx + Rsindsinx = Rcos(x - 0)

5. Exponentielle d'un nombre complexe:

Soit zeC, z = x + iy, on appelle exponentielle de z et on note e* le complexe:

le*= eX.eV = eX(cosy + isiny)

Proposition 4.5 : Soit zet z'eC,
®e=1
@ e%e? = e??

* Les propriétés de calcul s'étendent aux exponentielles complexes.
* Ona |e?| = eXet arg(e?) =y [2n]
Re(z)=Re(z")

JkeZ,z=2z'+2ik
erZ,Im(z):Im(z')+2krc<:> cfz=zreln

*eZ:ef@{

6. Résolution d'équations dans €

6.1 Racines carrées complexes

Def : Soit acC, les racines carrées complexes de a sont les solutions dans € de |'équation z* = a.

Proposition 4.6: Tout nombre complexe non nul admet deux racines carrées complexes distinctes
et opposées.

positif dont le carré est a. Si a est un réel strictement positif, ses racines carrées complexes
sont Va et -va.

6.2 Résolution de |'équation az®>+bz+c = 0

Théoreme de résolution d'une équation du second degré a coefficients complexes:
Soit a résoudre |'équation az? + bz + ¢ = 0 (E) avec q, b, ceC et a=0.
On pose A = b? - 4ac, A est le discriminant de (E).

¢ Si A = 0 alors (E) admet une unique solution dans € ou solution double : zo=-b/2a,
on a de plus az? + bz + ¢ = a(z-20)>.

e Si A # 0 alors (E) admet deux solutions dans C: z1= (-b + §)/2a et z2= (-b - §)/2a avec §%=A,
on a de plus az? + bz + ¢ = a(z-z1)(z-z2).

conjuguées!!
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Proposition 4.7: Somme et produit des racines: Notons z; et z2 les solutions, éventuellement
confondues de az? + bz + c avec a, b, ceC et a=0.

b c
Ona: S=2z+z2= —— etP=z1z,= —
a a

Corollaire: Soit S et P deux nombres complexes., on a |'équivalence:

zZ +2, =S ) .
& 71 et z2 solutions de z? - Sz+P=0
z,z, =P

6.3 Racines niemes de 1

Def : Soit nun entier n > 2. Les solutions dans C de |'équation z"= 1 sont appelées racines nieme
de 1 et leur ensemble est noté Un.

Proposition 4.8: U, comporte exactement n éléments:

Un= {1, e?%n _ e20-D/n} oy encore Un= {1, w, w?,..., w"!} avec w = e®",

*n=2:Uz={1-1}

*n=3:Us= { 1, eiZn/3l e1'475/3} - { 1[\][\]2 }GVCCJ - ei2n/3 - _%_{_ig

*n=4:7"=1<(z? -1)(z* +1)=0donc Us={1,i,-1, -i }

Proposition 4.9 : Les images des racines niémes de |'unité dans le plan complexe sont les
sommets d'un polygone régulier a n sommets inscrit dans le cercle trigonométrique ayant (Ox)
comme axe de symétrie.

Proposition 4.10: Soit neiN, n > 2.
@ La somme des éléments de U, est nulle.

@ Le produit des éléments de Uy est égal & (-1)".

Conséquence : Reprenons j = e?3 [t + j + j* = 0

6.4 Racines niéme d'un nombre complexe:

Def : Soit aC, les racines niemes de a sont les solutions dans C de I'équation z"= a.

Proposition 4.11: Tout nombre complexe non nul a = pe'* posséde exactement n racines niémes

o i2 kn .o+2 kn

i— i
qui s'écrivent: (‘/;e" xe " = (‘/Ee " avecke[0,n-1].

hieme de 1.

6.5 Autres équations :

a. Equation polynomiale de degré n

Proposition 4.12 : Soit (En) : Gnz" + an.12"™' + .. + @1z + ao = 0 ol @n, @n-1,...,a1, Ao Sont des complexes
avec an # 0. Si zo est racine de (E.) alors il existe bn.1, bn-z,..., b1, boeC tels que :

(En) < (z - 20)(brn1z"! + br2z"? + .. +b1z + bg) = O
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b. Equation avec z et |z|

Le plus souvent on cherchera les solutions sous forme algébrique en posant z =x + iy ol X,y €R.
En présence de puissance, produit et quotient, on cherchera plutdt les solutions sous forme
exponentielle

7. Fonctions a valeurs complexes

7.1 Généralités

Soit I un intervalle de R , on note F(I,C) I'ensemble des fonctions définies sur I a valeurs
complexes.

Soit feF(I,C), on peut lui associer les fonctions suivantes:

I>R . o,
e Re(f): { qui est la partie réelle de f.

tsRe(f(Y) T

I>R
o Im(f): qui est la partie imaginaire de f.
t Im(f(1))
I >R

- I to[f(1)

_ I->C
o f: —_ qui est la fonction conjuguée de f.
t (1)
Toutes ces fonctions sont a valeurs réelles.
Déf: Soit a eI et feA(I,C).

e On dit que f est bornée si et seulement si Ifl est majorée.
C'est d dire: IMeR*, vxeI, If(x) <M

of est continue en a ssi Re(f) et Im(f) le sont.

o f est dérivable en a ssi Re(f) et Im(f) le sont. et dans ce cas ona ‘f'(a) = (Ref)'(a) + i(Imf)'(a)‘

comparaison de fonctions, TVI...On se ramene aux fonctions Re(f) et Im(f) dés que I'on veut
utiliser un résultat utilisant la relation d'ordre.

7.2 Fonction exponentielle complexe:

R—>C

Soit aeC, on définit la fonction f: )
te™

Proposition 4.13:

R—->C
@ La fonction f: { . ol aeC, est dérivable sur R et VteR, f'(t) = ae®’
t—e?

@ Si ueF(I,C).est dérivable sur I alors f:t—e'" est dérivable sur I et f'(t) = u'(t).e"®.

= Exercice résolu : Etude de f:t—1 + et
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