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Principe de récurrence et variantes

Soit 9(n) une propriété sur N ou une partie de IN et noeN.

e Principe de récurrence:

9(n, ) est vraie
Si , alors 9(n) est vraie pour tout n>no.
Pour toutn>n, ,(2(n) = 9(n+1))

Vocabulgire:
* Vérifier #(no) constitue |'initialisation du raisonnement par récurrence.
* Une propriété 9(n) vérifiant vn=no, #(n) = #(n+1) est dite héréditaire.

donc indispensable pour conclure.
* Symboliquement, le principe s'écrit:

‘ [9(no) et (VnelN, n > ng, ?(n) = P(n + 1)] = [VhelN, h > no, @(n)].‘

Preuve : On pose A = {nelN, n > no| #(n) est fausse}. On suppose que A est non vide.

Soit p le plus petit élément de A. On a #(p) est fausse et p > ho car P(no) est vraie
p-1<pdonc(p-1)zA donc #(p - 1) est vraieet p-12no.

Comme P est héréditaire a partir de no, on en déduit que #(p) est vraie ce qui est absurde

e Récurrence double:

?(n, ) et 2(n, +1) sont vraies
Si alors 9(n) est vraie pour tout n > no.
Pour tout n>n, ,(EP(n) et 2(n+l) = 9’(n+2))

I'utilisation des deux rangs précédents.

= Preuve : On montre par récurrence simple que la propriété Q(n) : #(n) et #(n+1) est vraie pour
tout n 2 no.

e Récurrence forte:

?(n,) estvraie
Si
Pour toutn>n_,(9(n, ), 9(n, +1),...2(n) = 9(n+1))

alors 9(n) est vraie pour tout n > no.

I'utilisation de certains rangs compris entre no et n ou méme de tous.

= Preuve : On montre par récurrence simple que la propriété a(n) : Vke[1, n], ¢ (k) est vraie pour
tout n 2 no.

e Récurrence finie:

?(n,) estvraie
Si
Pour toutne N et n e [no P - 1],si ?(n) est vraie, alors ?(n +1) est vraie

alors 9(n) est vraie pour tout n,no<n<p

partir durang p + 1.
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Exercices

® Soit u la suite définie par uo = 2, u1 = 3 et YnelN, Un.2 = 3Un1 = 2Un.
Montrer que, VnelN, un = 2" + 1.

n
@ Soit (un)nen une suite réelle telle que uo = 1 et VnelN, u,,; < Z U -
k=0

Montrer que: VnelN, u, < 2",

® Soit f:IN—>IN, une application injective.
Montrer que : (VhelN, f(n) <n) = f = Idn.

N? >N~
@ Soit f: . Montrer que f est surjective.
(p.q) — 2" (29 +1)

® On donne les deux propriétés suivantes ot nelN™:
P(n): D kkl=(n+1)I-1 et Q): D kk!=(n+1)!
k-0 k=0

a. Montrer que ces deux propriétés sont héréditaires pour tout n>1.
b. Laquelle des deux est vraie, pour tout nelN"?

® Montrer que si une trousse contient n stylos alors ils sont tous de la méme couleur.

Réponse: Soit P(n): Si une trousse contient n stylos alors il sont tous de
couleur.
* P(l) est trivialement vraie.
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la méme

* Soit nelN, n > 1, tel que P(n) est vraie. Considérons une trousse contenant (n+1)
stylos. On enléve un stylo, la trousse contient alors n stylos tous de la méme
couleur, par exemple rouge, par hypothese de récurrence. Remettons le stylo et

enlevons en un autre. les n stylos restants sont encore de la méme couleur,
exemple encore rouge.
Ainsi les (n+l) stylos sont de la méme couleur et P(n+l) est vraie

par

* D'aprés le principe de récurrence, Vn > 1, si une trousse contient n stylos alors

ils sont tous de la méme couleur.

Qu'en pensez-vous ?

¢ @ Des récurrences plus difficiles

n (_1\k+l
. Montrer que VYnelN", z&(q -
1 kok

[=]
—_

>
ok
n2k-1_ 1

1 2k on+t

(2n)! 1
C e pal
2°"(nl> n+1

o

. Montrer que : YnelN",

(2]

. Montrer que : Vn3 2

o8

. Monter que : vneN’, [ (@k+1)!> (n+ )™ .
k=0
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Eléments de correction

@ Bien retenir la rédaction pour la récurrence double

Pour tout entier neN, on note P(n) : u, = 2"+ 1

eOnauo=2et2°+1=1donc P(0) est vraie.
De méme u; = 3 et 2! + 1 = 3 donc P(1) est vraie.

Onaup=2"+1letum=2"+ 1,

Unez = 3Uni- 2Un = 3(2™1+ 1) - 2(2"+ 1) = 3+ 1) = 3x2™1 - 2™+ 1= 2m2 4+ 1,

Donc P(n+2) est vraie.

e CCl : D'apres le principe de récurrence double, P(n) est vraie pour tout neiN :
vnelN,u,=2"+1

@ Bien retenir la rédaction pour la récurrence forte

Pour tout entier neN, on note P(n) : u, < 2",
eOnaup =1et 2°=1donc P(0) est vraie.

¢ Soit nelN. Supposons que P(0), P(1), ..., P(n) sont vraies ou encore que
vke]O, n], P(k) est vraie

n

Onau,; <> u
k=0
or, Vke]0, n], uk < 2¢ en sommeant ces inégalités, on obtient
n n

k n+1 n+1
Duo <Dk =2"-1<2
Donc, par ransitivité de I'ordre, P(n+1) est vraie.

¢ CCl : D'apres le principe de récurrence forte, P(n) est vraie pour tout neiN :
VnelN, Un < 2n

@ Des récurrences simples demandant un peu de technique

n ( 1)k+1 n 1
a. Montrer que VneN z ( J ZE
k=1

k=1
e Pour n=1, I'égalité s'écrit 1=1

e On suppose que |'égalité est vraie pour un entier n fixé dans N

n+l k+1 n+l ¢ q\k+l
Z C 1) [n ’ 1] Z ( llz H:j + [k n IH On utilise la formule de Pascal
= _

n+l1 ( )k+1 n+l1 (_1)k+1 n . '
P k +k§‘ k k-1 n applique I'HR

o 1( n 1 (n+1 n
le du capitaine donne | " |=— )
La formule du capitaine donne k(k—lj n+1[ k j ot [“”] °

On remplace dans le calcul.
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ni (—1)k+1 n+1 _ n (_l)k+1 n n+l (_1)k+1 n+1

k=1 k=1 k1 n+l
ny 1wl (n+l
YA (-
e
ny 1|, (n+l
D S-S oy -1
vt (]
-0
ntl e q\k+l n n+l
En utilisant la formule du bindme, on arrive a z( D™ [n+l :21+L: 1

L'égalité est donc vérifiée pour I'entier n + 1 ce qui achéve la récurrence

n —
b. Montrer que : V n € N7, HMS ! .
k=1 2k 2n+1

n —
Soit P(n) : « H 2|;k 1 < !
k=1 2n+1

»

« Initialisation : on vérifie que P(1) est vraie car — <

N |-

AL

« Hérédité : On suppose P(n) vraie pour n € N” fixé.

Ona,ﬁzk—l_znﬂxlﬂlzk—l
Cea 2k 2n+2 g 2k

n+l
e oo 2k-1 _2n+1 1 N2n+1
En utilisant ’hypothése de récurrence, il vient : | | <+ n+

L272k “2n+2 2ns1 2n+2
v2n+1 et 1

2n+2 \v2n+3
Ona: (JznuT_( 1 jz _(@n+1(@2n+3)-(2n+2)* _ -1

= <0
2n+2 J2n+3 (2n+2)?(2n+3) (2n+2)?(2n+3)

n+l _
Onadonc:H2k 1_vansl_ 1

w1 2k 2n+2  2n+3

Comparons . Comme ces nombres sont positifs, il suffit de comparer leur carré.

Et P(n + 1) est vraie.

* Bilan : ok !
(2n)! 1

> .
2°"(n)?  n+1

N (2n)!
Onpose:Vhne N1}, o, =——"—
P {1} o, 22" (nh)?
Initialisation pour n = 2. Ok !
|
Dans P'hérédité : o, - GO @ne2)@ned) | @n+d) | 1 @n+])
2" ((n+1)) 2°(n+1) 2(n+1) n+1 2n+2

c. Montrer que : V n e N\{1},

avec

I’hyp. de récurrence.
1 (2n+)) 1
x >
n+l 2n+2 n+2

donc Ok !

Et en étudiant le signe de la différence, on montre que :

n
d. Monter que: vV ne N, JJ(2k+D)!>((n+1))"*.
k=0

n
Soit P(n) : « JT(2k+1)!>((n+1)H"»
k=0
« Initialisation : pourn=1.0k!
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« Hérédité : On suppose P(n) vraie pour n € N” fixé.

Par hypothése de récurrence : ﬁ (2k +1)!> ((n+1)H™* donc : ﬁ(Zk +D1> (n+)NH"(2n+3)!
k=0 k=0
Comparons ((n+1))"(2n+3) et ((n+2)))"*? :
Ona: ((n +1)!)”+1(2n+3)!: (2n+3)! _ (n+2)(n+3)...(2n+3) S
(n+2)n"+2 (M+)!(n+2)™2  (N+2)(n+2)..(n+2)
Donc on obtient que P(n + 1) est vraie et la propriété est héréditaire.
* Bilan : ok !
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