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Exercices - Chapitre 10: Suites numériques.
v A savoir refaire- ¢ Corrigé
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v Comportement global
10.1 Etudier la monotonie des suites suivantes :

n el

1 " _ Con O )
a. VneN, y, = Zz_k -n b.VnelN', y, = " c. VheN, uy, =2 smz—n,oce]O [
k=0
d. uo = 1 et VnelN, una = arctan(un) e.uo=0et VhelN, up1 = e b

10.2 Soit (un) une suite bornée de RN, on définit la suite v par :

vneN, v, = supy, et w, =inf Uy - Montrer que ces deux suites sont monotones.
p=n p=n

10.3 Démontrer que les suites suivantes sont bornées

n n .
1 (-1)" +sin(n)
a. VneN, 4, = > — b.VneN, y, =vh®+1-n ¢ VneN, 4, =————

k=03 cos(n)+3

Limite d'une suite

10.4 Soit (un)nen suite réelle a valeurs entieres. Prouver qu'elle est convergente si et seulement
si elle est stationnaire.

2n
1
10.5 Soit (un)ren suite réelle qui converge vers 0. On définit, VnelN, v, = mzuk .
k=n

Montrer, avec la définition que v, — O.

¢ 10.6 Soit (un) une suite a valeurs strictement positives telle que — £ avec (eR.

Un+1
U,

a. Montrer que (>0

b. On suppose que ¢<[0,1[, montrer que (u,) converge.

c. On suppose que ¢ > 1, montrer que (un) est divergente.

d

. Montrer avec des exemples que si ¢ = 1, on ne peut rien dire.

v 10.7 Etudier la limite de (u.) dans chacun des cas suivants

1 . n+2
a. VneNN, ‘Lh +3‘ <= b. VnelN*, u, > n - In(n) c. u croissante et YnelN, up <
n n+1

v 10.8 Déterminer la limite des suites suivantes dont on donne le terme général :

n+(-1)" 19
au =Jn+1-+vh b.u =—— c.u=—>Kk
4, L —— u, n3é
d - n -1 £ 4 , kK
wth :kzz;‘n2+k e.un=k2:;k2+k '%:g( _Z_n)
1 . _1 n
g T, = t"\T-tdt h. Vnel', S, _Félkﬂ
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v 10.9 Suites extraites

a. On pose VnelN, u, = ncos(ng). Montrer que u n'admet pas de limite.

b. On considere une suite u telle que (uzn), (uzn+1) et (usn) convergent, montrer que u converge.

¢ 10.10 On s'intéresse aux suites de termes généraux un= cos(n) et v, = sin(n).
a. Montrer que si u converge ou v converge alors u et v convergent.
Ind: On pourra supposer que limu, = /et calculer up.:.

b. Montrer par |'absurde que ces deux suites sont divergentes
Ind: On pourra exploiter les relations reliant u et v.

v 10.11 Suite définie implicitement

Pour tout entier n > 3 et pour tout réel x >0, on pose : fn(x) = x - h In x. On donne : In(2) = 0,7.
1.a. Soit n > 3. Etudier les variations de la fonction fn sur son ensemble de définition.

b. Soit n > 3. Montrer qu'il existe un unique réel x, € 11, 2[ tel que : fn(xs) = O.

2.a. Soit n > 3. Déterminer le signe de fn(xn +1).

En déduire que la suite (x») est monotone et donner son sens de monotonie.

b. Montrer que la suite (xn):> 3 est convergente.

c. En utilisant que pour tout entier n > 3, fn(xs) = O, montrer que : x, — 1.

10.12 Soit A une partie de R. On dit que A est dense dans R, si, pour tout réels x et y tels que
x <y, il existe acA, ae]x, y[.
1. On suppose que A est dense dans R, et on considere un réel xo.

o

1.a. Justifier que pour tout nelN", il existe une réel a, de A tel que a, }xo 1 X, + 1{
n n

1.b. Justifier que xo est la limite d'une suite a valeurs dans A.
2. Etudier la réciproque.
3. En utilisant I'équivalence démontrée ci-dessus, montrer que Q est dense dans R.

Suites adjacentes

¢ 10.13 Moyenne arithmético-géométrique.
Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b.

Leur moyenne arithmétique est a+b et leur moyenne géométrique +/ab .
a. Montrer que a< vab < a+b b
0 —a b, =b
b. On définit les suites (an)nen et (br)aen par { ° et a +b_ .
(an)nen et (Bn)nen p {vn eN,a,,, =4a,b, VneNb , = %

Montrer que ces suites sont adjacentes,
Leur limite commune est la moyenne arithmético-géométrique et a et de b.

v 10.14 e est un irrationnel
n
1

On considere la suite u définie par vneN, un = W
k=0 K-

1 . g
a. On pose VnelN, vq= un+ — montrer que u et v sont adjacentes puis justifier que u converge
nn!

vers une limite L.
1-x)"

b. Onpose vneN, I, =
° nl

dx .

Montrer que vneN, I, =1 - (;l)l et en déduire une expression de I en fonction de un
n+
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(2]

. Montrer que I, — O et en déduire la valeur de L
b. En utilisant les questions précédentes, montrer que ecR\Q

n (—1)k1 _qy-t

, , \ (-1) 11 D

v 10.15 On considére la suite définie par VnelN', Sp = Z K = 1—§+§—...+ "
k=1

a. Montrer que les suites extraites (Szn) et (San1) sont adjacentes, que peut-on en déduire ?

o

. » 1k
. Justifier que VkelN', E_-[OT dt

* 1 Tn
. Montrer que ¥nelN', S, = :ln2—(—1)"jomdf et déterminer lim Sh.

(2]

Récurrence linéaire

v 10.16 Etudier les suites suivantes et préciser leurs limites si elles existent.

U =0,y =1 U =0,y =1 Uy =0.u =i
a. b. c.

vnEN’L%HZ :5un+1 _6un vne N,Un+2 —\/§Un+1 th =0 vne N'UYHZ :4u"+1 —4Lln
q Uy :O,ul =1 . Uy =1y =2

vheN,u , =u 4 +2u, -6 VhneN,u , =w/“n+1“n

¢ 10.17 Soit les suites u et v telles que uo = vo = 1 et VhneNN, ot =t + 4y
Vil = 3un

a. Montrer que u est une suite linéaire récurrente d'ordre 2

b. Expliciter un et vn.

VXE (e
X AfcelergTion
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