PCsI2

Exercices - Chapitre 10: Suites numériques partie 2
v A savoir refaire- ¢ Corrigé

Relation de comparaison

10.18 Démontrer les propriétés suivantes, lorsque n—+o

2
a. l—L:O[izj b. [1+E] :1+i+0{lzj
n n+l n n n n
c. 1—L=l2+o(izj d. ln£1+1]=1+o(lj
n n+l n n n n n

v 10.19 Compléter les pointillés avec nin(n), n?, n, ~nin(n), |“r(]”).

Recommencer avec 11 In(n) 1 |n(:1)

n? nin(n)’ n "n" n

10.20 Compatibilité avec les opérations

2 2
a. Justifier que (1—% =1—E+o(lj et que [2+§] =4+E+o[1].
n n n n n n

1Y 3) 1
b. Déterminer « telle que (1——] +(2+—] =5+g+o[—j
n n n n
1Y 3Y 1
c. Déterminer ptelle que [1——) x[2+—j :4+£+o[—j
n n n n

v 10.21 Donner un équivalent simple de un

n?—2 1 sin(1/n)
=5 b.un:nln(lJrF] c.un:\/rm
(e -1)* . (n+2
d. Un =(n+1)—3_n3 e. Un =n(\/>—1) f Un ZSIH(nz_lJ
n+2 _ . 1 2
g. :In[n2+n] h. u, =cos(e | i.u, =sm;—‘ran;

j-u, = (Ej avec k fixé dans N .

v 10.22 Equivalent d'une somme

Donner un équivalent simple de s, = > 2* puisde S = k!
k=1

k=0
v 10.23 Equivalent d'une suite implicite

Soit nelN", montrer qu'il existe un unique réel un solution de x"- nx + 1 = 0 dans [0,1].
Etudier la monotonie de u et montrer qu'elle converge vers 0.
Donner un équivalent simple de un

¢ 10.24 Equivalent d'une suite récurrente

Soit la suite u définie par récurrence de la maniére suivante par u1=let vn>2, u, =\n+u, ,

a. Donner uz et u3
b. Démontrer que vn>1, u, <+2n+1
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PCSI2
c. Déterminer un équivalent de uj,

1 n
10.25 Equivalent d'une suite définie par une intégrale : On considére, VnelN, I, = ﬁd‘r.
+
0
a. Démontrer que VneN, I, = _ + LRn ot lim Ry = 0.
2(n+1) n+1
b. En déduire la limite et un équivalent de I
v 10.26 Préciser la limite de u, en utilisant des équivalents ou des comparaison
1 n 1 a n>-n+1 "
.uo=1+= b.u =|[1+— R TIEY l d
@ ( +n] th ( +2nj © (n2+n+1]
2
d. %:Los(n) e. un:\/asin[L] f.ou =3h+1-%h
2" +nsin(n) In(n)
2n-1 Kk
. = 2—— h. uo=1et VneN, up.1= u
9- 4 E( o) ° "
Problémes

Probléeme 1: Lemme de Cesaro, et applications
1. Etant donné une suite (Un)n=1, on définit (va)n=1 en prenant pour v, la moyenne arithmétique des n

1%,

NG
a. Dans cette question, on suppose que u converge vers 0.

. . . u, +...+u,
premiers tfermes de u, soit vnelN', v, = ——
n

N
) x 1 €
Montrer que: Ve >0, 3NeN", vneN, n> N = ‘vn ‘ < ‘Z‘”k ‘ ‘o
N

En déduire que v converge aussi vers 0.
b. Que se passe-t-il pour la suite v si u converge vers (cR"?

On pourra considérer wn = up - ¢

3A

. 18 -
+ c. On suppose que un — +. Montrer que : YVAeR., INelN', Vvn> N, v, > —Zuk + h—N
nes n

En déduire que v, — +x. A-t-on le méme résultat si un — -0 ?

d. Montrer que I'on peut trouver un exemple ol u est divergente et v convergente.
e. Enoncer une proposition résumant les questions précédentes.

/ - 1
. Etudier la convergence de la suite de terme général : uy = n H(l + E)
k=1

. Soit (un) une suite telle que (un.1- un) converge vers (cR".

N

w

[=]

Un
. Montrer que 7 converge vers /.

b. En déduire un équivalent de un
c. Enoncer une proposition résumant les questions précédentes.

d. Soit (wn) définie par : wo > 0 et VnelN, wn.1 = Wn + N
w

n
i. Etudier la monotonie de (wn) et sa limite éventuelle.
ii.  Montrer que la suite (Wn1? - wa?) est convergente et déterminer sa limite.
iii. Déterminer un équivalent simple de wn.
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Probléme 2 : Deux suites implicites

Pour tout entier neN, n > 2, on considéere I"équation (En) : x = Inx + n

1. Montrer que, pour tout n> 2, E, admet deux solutions sur ]O, +xl.
Dans la suite du probleme, on note xn la plus petite ety la plus grande de ces deux solutions.

2.a. Etudier le sens de variation de (x») puis montrer que x, — 0
2.b. Justifier que x, ~ e™

2.c. Onpose un = X - €. Montrer que u, ~ ™",

2.d.En déduire que x, = e+ e+ o(e?")

3.a. Justifier que yn— +x
3.b. Justifier que yn ~ n
3.c. Montrer que yn = n + In(n) + o(In(n))

Probléme 3 : Une suite complexe

On définit la suite (zn)nen par zoeC\R et VnelN, zn.1 = %(zn +z, ).

a. Montrer que ¥neNN, z, # 0
b. On pose zx= r, e ol Onel-n,ml.

Ecrire des relations de récurrence pour les suites réelle (rn)nen et (6n)nen, puis leurs expressions
en fonction de ro, 6o et h.

c. Démontrer que la suite (rn) converge.
Ind: sin(2a) =....donc cos(a) =.....

d. Quelle est la nature de la suite (Zn)nen.

Prolongations exceptionnelles :

CHRISTMAS-TREE STRIMKO

by The Grabarchuk Family

The Christmas-tree is seven different numbers.
decorated with four Also, any straight line of
garlands of seven bulbs bulbs parallel to the
each. Some bulbs sides of the Christmas-

contain numbers. Fill in
all the vacant bulbs
with numbers 1
through 7, a number
per bulb, so that
each garland

tree (horizontal and
diagonal), should
contain only
different numbers
as well.

Happy Puzzling!

® 2008 The Gr; F ™
| emmmomeanes STRIMKO

www.strimko.com your streamy logic
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