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Chapitre 12: Dérivabilité d'une fonction numérique - résumé de cours

Dans tout ce chapitre T désigne un intervalle de R contenant au moins deux réels.
f désigne une fonction définie sur I et a un réel de I, ainsi f est définie en a.
On note Ct la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormé.

o
I désigne |'intervalle ouvert de méme borne que I.

1. Dérivée premiere

1.1 Dérivabilité en a

est le taux d'accroissement de f en a.

f(x)-f(a)
X-a

Def: Soit f définie sur I et acI.

® Si a # sup(T), on dit que f est dérivable a ()
droite de a lorsque 1, admet une limite finie fla)f -
a droite de a. Lorsque c'est le cas, cette
limite est le nombre dérivé a droite de a
noté f'q(a). a :

@ Si a = inf(I), on dit que f est dérivable a gauche de a lorsque 1, admet une limite finie a
gauche de a. Lorsque c'est le cas, cette limite est le nombre dérivé a gauche de a noté f'4(a).

® SiaeTI ondit que f est dérivable en a lorsque f est dérivable a droite et a gauche de a avec
f'a(a) = f'4(a) ssi 1« admet une limite finie en a.
Lorsque c'est le cas, cette limite est le nombre dérivé de f en a noté f'(a).

@ Si a = sup(I) (resp. inf(I)) f est dérivable en a lorsque f est dérivable a gauche (resp. a droite)
de a.

e Si f dérivable en a, la droite y = f(a) + f'(a)(x-a) est, par définition, la tangente a la courbe C¢
au point A(a,f(a)).

e Si f n'est pas dérivable en a, on peut avoir les cas suivants:

e Si f est dérivable a droite (resp. a gauche) de a alors Cf admet en A une demi-tangente
de pente f'q(a) (resp. f'q(a)).

* Si 1o admet une limite infinie en a avec f continue en a (resp a droite ou d gauche de a)
alors Cf admet une tangente (resp. demi-tangente) verticale en A.

e Si 1o admet des limites a droite et d gauche de a différentes alors A est un point
anguleux de Cs.

Théoreme 12.1: Soit f :I->R et acl.
f est dérivable en a si et seulement si il existe un réel o et une fonction ¢ définie sur I telle que
Vxel, f(x) = f(a) + a(x-a) + (x-a)e(x) et lime(x) = 0. (*)

Dans ce cas, a = f'(a)
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Ainsi pour x proche de a on peut remplacer f(x) par f(a) + f'(a)(x-a), I'erreur commise étant
négligeable devant (x - a) : Pour |x| « 1, sinx ~ x, ; tanx =~ x et (1 + x)* ~ 1 + ax

f(a+h) = f(a) + f'(a)h + he(h) avec me\) g(h).

Cette écriture est appelé développement limité d'ordre 1 de f en a.

‘ Corollaire: Si f est dérivable en a alors f est continue en a

1.2 Dérivabilité sur un intervalle, fonction dérivée.

Def: f est dérivable sur I lorsqu'elle est dérivable en tout point de I. Dans ce cas, la fonction

définie sur I par a~ f'(a) est la fonction dérivée de f notée f' (ou j—f ou Df).
X

Proposition 12.1: Soit f et geD(I, R) et LeR

@ (f+9)edTR)et (f+g) =f +g" ((f)edT, R) et (L)' = Af'
@ (fg)eD(I,R) et (fg)' = f'g + fg'

® SivxeI, g(x)#0, (f/g)eD(IR) et (f/g)' = (f'g - fg')/g?

@ Soit fed(I,R) et geD(J R) avec f(I)=J, gofeD(I,R) et (gof)' = f'.(g'of).

1.3 Dérivabilité de la bijection réciproque

Proposition 12.2 : Soit f :I—-J bijective et a un réel de I.
1

Si f est dérivable en a avec f'(a) # O alors f! est dérivable en b = f(a) et (f!)(b) = —f'(f‘l(b)) .

rapport a (y = x).
Lorsque f est dérivable en a avec f'(a) = O alors la courbe représentative de f! admet une

tangente verticale au point d'abscisse f(a) de coefficient directeur @
Lorsque f est dérivable en a avec f'(a) = 0, f! n'est pas dérivable en b = f(a) et sa courbe
représentative admet une tangente verticale au point d'abscisse b.

Corollaire :

Soit f :I—J bijective, dérivable sur I et a un réel de I.

Si VxeI, f'(x) # 0 alors f! est dérivable sur J et (1) = ! I
flof™
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2. Dérivées successives, fonctions de classe C" sur I.

2.1 Dérivée d'ordre n, classe d'une fonction.

Def: On pose f©@= f et pour tout nelN", si "1 est dérivable sur I, alors f est n fois dérivable
sur I et fW = (D),

dnf

f( est la dérivée niéme, ou d'ordre n, de f, on peut aussi noter ou D"f.

dx"

o f® est la dérivée premiére notée plutdt f' et £ est la dérivée seconde notée plutdt ",
e Si f est n fois dérivable sur I alors f est k fois dérivable sur I pour tout k < n.

* Vocabulaire et notations : Soit neN*

e On note 9'(I, R) I'ensemble des fonctions n fois dérivable sur I.

¢ On note C'(I, R) |'ensemble des fonctions n fois dérivables sur I avec f™ continue sur I, de
telles fonctions sont de classe C" sur I.

e (°(I, R) désigne |'ensemble des fonctions continues sur I.

e Si VnelN, f est n fois dérivable sur I alors f est dérivable a tout ordre ou indéfiniment
dérivable sur I, ces fonctions sont de classe C*.

Résumé sur les ensembles de fonctions :

§(T, R) o (T, R) o (I, R) ..o 9(I, R) o C"(T, R) o..o C*(T, R).
C*(I, R) = ﬂC“(I) feC'(T) = vkelO0, n], fRec™X(T).

neN

2.2 Opérations sur les fonctions de classe C"

Proposition 12.3: Soit f et geC'(T, R), neN" et AeR
@ (f + g)eC"(I, R) et (f + g)® = £ + g et (M)eC(T, R) et (L)W = Af®
n
@ (f.9)<C'(T, R) et (fg)" = >’ [E}C(k) gk Formule de Leibniz
k=0

® Sivxel, g(x) =0, (f/g)eC'(I, R).

@ Soit feC'(I, R) et ge(J, R) avec f(I)=J, gofeC'(I, R)

2.3 Classe de la bijection réciproque

Proposition 12.4 : Soit feC(T, R) avec nelN"Uf+x}.
Si vxeI, f'(x) = 0 alors f réalise une bijection de I sur J = f(I) et f! est de classe " sur J.
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3. Théorémes sur les fonctions dérivables:

3.1 Dérivée et extremum

Théoréme 12.2: Soit fe$(I,R)etacI.
Si f est dérivable en a et si f(a) est un extremum local alors f'(a) = 0.

aux bornes de I et en ses points de non dérivabilité.

3.2 Accroissements finis et conséquences

Théoréme de Rolle: Soit f continue sur [a, b] et dérivable sur Ja,b[, avec a< b
Si f(a) = f(b) alors il existe ce]a, b[ tel que f'(c) = 0.

b.

Exercice résolu : Soit f une fonction C" sur I, montrer que si f s'‘annule en (n +1) points distincts
de I alors f™ s'annule au moins une fois sur I.

Théoréme des accroissements finis: Soit f continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b[, avec a < b.
Il existe ce]la, b[ tel que f(b) - f(a) = f'(c)(b - a).

Corollaire 1: Inégalités des accroissements finis: Soit f continue sur un intervalle I, dérivable
sur T et (a,b)eI?,avecac<b.

® Si vxela, b[, m < f'(x) <M, alors m(b - a) < f(b) - f(a) < M(b - a)

@ Si vxela, b[, |f'(x)| <M, alors |f(b) - f(a)| < M|b - al

® Si |f'| est bornée par M sur T alors v(x,y)el?, [f(x)-f(y)l <« M|x -y|

Def : Soit f :I—>R et kun réel, k> 0.
On dit que f est k-lipschitzienne sur I lorsque V(x,y)eI?, |f(x) - f(y)| < k|x - y|
On dit que f est lipschitzienne sur I lorsqu'il existe k > O tel que f est k-lipschitzienne sur I

e Si |f'| est bornée par k sur I alors f est k-lipschitzienne
e Sif est de classe C' sur I = [a, b]alors f' est bornée et f est lipschitzienne sur I.

o
Corollaire 2: Variations d'une fonction dérivable: Soit f continue sur I et dérivable sur I.
[¢]
O f est croissante (resp. décroissante) sur I'ssif' >0 (resp. f' <0)sur I
(6]
@ f est constante sur I'ssif' =Osur I

o
® f est strictement croissante (resp. décroissante) sur I ssi f' > O (resp. f'< 0) sur I sauf

[¢]
éventuellement en des points isolés de I.
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3.3 Obtention de la dérivabilité par passage a la limite dans f'(x)

Théoréme de la limite de la dérivée : Soit f :I—R, continue et dérivable sur I\{a}.

® Si lim f'(x)=(€R, alors f est dérivable en a et f'(a) = ¢.

X—a

@ Si lim f'(x) = +x R, alors f n'est pas dérivable en a et Cr admet une tangente verticale au
X—a

point d'abscisse a

En effet, f est alors dérivable en a donc sur I et comme f'(a) est donnée par la valeur de la limite
de f'(x) en a, f' est continue en a donc continue sur I.

4. Fonctions convexes :

Def: Soit fe&(I, R).
o f est convexe sur I lorsque Vx1, x2eI, VAie[0,1], f(Axi+ (1-A)x2) < Af(x1) + (1-R)F(x2).
o f est concave sur I lorsque Vx1, x2eI, VAe[0,1], f(Axi+ (1-A)x2) = Af(x1) + (1-A)F(x2).

""""""""""""""""""" AF(x) + (1-2).f(x
e La courbe représentative d'une fonction convexe est Gy (L= F0e)

située en-dessous de ses cordes.
e La courbe représentative d'une fonction concave est f(hxi+ (1-2).x2)
située au-dessus de ses cordes.

X1 AXt+ (1-2).x2

Proposition 12.5 - lemme des trois pentes: Soit f une fonction convexe sur I et (a, b, c)eI®
f(c)-f(a) _ f(b)—f(a) _ f(c)—f(b)

c-a  b-a = c¢-b

telsquea<c<b.Ona

Proposition 12.6: Soit f définie sur I

@ Si f est dérivable sur I alors (f est convexe sur I ssi f' est croissante sur I).
Dans ce cas ; la courbe représentative de f est située au-dessus de ses tangentes.

@ Si f est deux fois dérivable sur I alors (f est convexe ssi f"(x) > 0)

convexe sur I.

Vocabulaire : Si f est deux fois dérivable sur I, en un point a ot sa dérivée seconde s'annule en
changeant de signe, la courbe représentative de f change de concavité. On dira que (a, f(a) est un
point d'inflexion.
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a. vx> -1, In(1+x)<x

b. vxeR,eX>x +1

2 .
c. Vxe 0,E ,—X<sinx <x
2| n

5. Bréve extension aux fonctions a valeurs complexes.

Ici la notation |.| désigne le module.

Déf: Soit feF(I,C) et acl. f est dérivable en a si et seulement 1, admet une limite dans C en a.
Si c'est le cas, on note f'(a) cette limite.

Proposition 12.5: Soit feF (I,C), acI. f est dérivable en a ssi Re(f) et Im(f) sont dérivables en a
et f'(a) = (Re(f))'(a) + i(Tm(f))' (a).

de classe C" sur I a valeurs complexes.

Proposition 12.6: Inégalité des accroissements finis: Soit f:[a, b]— C, continue et dérivable
sur Ja, b[. Si il existe un réel M tel que: ¥xela, b[, |f'(x)| < M alors |f(b) - f(a)| <M.|b - al.

N.Champarnaud-LMB-jan 2023




Annexe 1 : Exemples d'étude de la dérivabilité ena = O

PCsI2

fix>x2-—3x+1

f:x;—>\/;

f:xn—>LxJ+\/x—7LxJ

f:xnexsini et f(0)=0
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Annexe 2: Dérivées successives des fonctions usuelles

f(x) f"(x) commentaires
X afa - 1)...(a - n+1)xe" Par suite si f une fonction
polyndmiale de degré p alors
‘ Pl ongin< p pour tout n < p, f™ est une
Sia=peN (p—n)! fonction polyndmiale de degré
Osin>p p - net pour tout n>p, f = 0.
e™ a"e™ a est un réel ou un complexe.
cos(x)

T
s(x+n=
cos(x + 2)

sin(x) sin(x + nz)
2
1 n! Reste valable pour aeC.

— (-1 -

X—-a (x-a)"
In|x - al 1y (n-1)! nx1

(x—a)

u(ax+b) a".u™(ax+b) Avec u de classe C"

Les six premiéres fonctions sont de classe C* sur les intervalles ou elles sont définies

Annexe 3 : Deux démonstrations de la proposition 12.1 donnant la dérivabilité de gof.

On suppose que f est dérivable sur I, g est dérivable sur J avec f(I) = J.
Pour tout réel a de I, on a f dérivable en a, puisque acI, et g dérivable en b = f(a) puisque bef(T)
donc beJ. On va démontrer que h = gof est dérivable en a avec h'(a) = f'(a)xg'(f(a)).

Méthode 1 : A l'aide des taux d'accroissement.

h(x) —h(a) _ g(f(x)) -~ 9(f(a)) _ 9(f(x)) ~g(f(a)) f(x)-f(a)

Dans ce cas, 7, (X) =

X—a X—a f(x) - f(a) X—a
Onposey=g(x),ona 7, = 9(y3 : g(b) x f(x: : ::(a) =7,,(y)x 7, (X)

G0 ~h(@) _ 9O =0F@) g gy . (- FOO=F@) _ g o reaaiive
Xx-a X-a fia X-a
7,.(X) = oo (y)x 7, ,(X) reste vraie.

dans ce cas, 7, (X) =
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Bilan : [vxeI\{a}, 7, ,(X) = Tg,b(y) x 7, (x) avecy = f(x) et b = f(a).
f(a)-f(a) _
X—-a

e Comme f est dérivable ena , ona lim

X—a

leir(\] 7 (x)=f'(a).

Comme f est dérivable en a, f est également continue en a donc quand x—a, y = f(x)—b donc

. g(f(x)) —g(f(a)) _,. g(y)—g(b)
M0 f@ s y—b

= !/lm Tg,b(y) .

L - g(f(x) —g(f(a) _ vy
Or g est dérivable en b donc an 0@ g'(b) =g'(f(a)).

Ainsi par produit des limites, ona|limz,  =f'(a)xg'(f(a)).

On a donc, par définition : Igof est dérivable en tout réel ade I et h'(a) = g'(a)xg'(f(a)).‘

f est dérivable en a donc il existe &1:I-R telle que limeg (x) =0 et
vxeI, f(x) = f(a) + (x-a)f'(a) + (x-a)e1(x). h

f est dérivable en b = f(a) donc il existe 2:J—R telle que Iym e, (y)=0 et
vyed, gy) = g(b) + (y-b)g'(b) + (y-b)ea(y). (4)

Or VxeI, f(x)eJ, donc on peut poser y = f(x) dans (a) :

vxel, g(f(x)) = g(f(a)) + (f(x) - f(a))g'(f(a)) + (f(x) - f(a))ea(f(x)).

D'aprés (), vxel, f(x) - f(a) = (x-a)(f'(a) + e1(x))

D'ot vxeI, g(f(x)) = g(f(a)) + (x-a)(f'(a) + ex(x))g'(f(a)) + (x-a)(f'(a) + &x(x))e(f (x)).
= g(f(a) + (x-a)f(a)xg'(f(a)) + (x-a)l ex(x)g'(f(a)) + (f'(a) + ex(x))e2(f(x)) ]

Posons &(x) = e1(x)g'(f(a)) + (f'(a) + e1(x))e2(f(x)). € est définie sur I, étudions sa limite ena:
Par hypothese: lem g(x)=0

De plus f est dérivable en a donc continue en a, par suite Ixiirc\lf(x) =f(a) =b et donc

lim e, ((x)) = lime, (y) = 0.

On en déduit que lime(x)=0.

D'aprés le théoréme 12.1, ‘gof est dérivable en a et (gof)(a) = f'(a)xg'(f(a))‘

Conclusion : gof est dérivable sur I et (gof) = f'x(g'of).
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