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Fiche : Méthode pratiques pour I'étude d'une suite récurrente d'ordre 1

Soit une fonction définie sur un domaine D de IR. La suite (un) définie par:
uoeD et VnelN, uni = f(un) est une suite récurrente d'ordre 1 associée a la fonction f.

On a u; = f(uo), uz = f(w) = fof(w)  etc.. u, =(fofe-of)(uy)
n fois

Cette fiche rassemble des résultats généraux, qui doivent étre redémontrés en s'adaptant a
I'exercice proposé.

1. Probléme d'existence, notion d'intervalle stable :

La suite (u,) est bien définie lorsque tous ses termes existent. Ceci est réalisé ssi VhelN, uneD.
Lorsque D = R, la suite u est toujours bien définie.

Def: Soit I un intervalle contenu dans D. On dit que I est stable par f lorsque f(I) = I c'est a
dire vxeI, f(x)el.

C'est le cas lorsque f :I>I

‘ Résultat 1: Soit I stable par f et u une suite associée a f, si uoeI alors VnelN, u, existe et u,el.

Démonstration par récurrence.

2. Suite associée a une fonction monotone:

Lorsque f :I->I est monotone, on peut en déduire des informations sur la monotonie de (us)

Résultat 2: Soit I un intervalle stable par f et (un) une suite associée a f avec uocl.

® Si f est croissante sur I alors (us) est monotone et plus précisément:

Si up< uz alors u est croissante.

Si up> ui alors u est décroissante.

@ Si f est décroissante sur I alors les deux sous-suites (uzn) et (Uzn1) Sont monotones et de
monotonie contraire.

Démonstration par récurrence.

lequel f est monotone. Pour une méthode plus générale, revenons a la définition: Il s'agit de
déterminer le signe de un.1-un= f(Un) - Un

On peut alors s'intéresser a la fonction g:x—>f(x) - x.
Si la suite prend ces valeurs dans I et si g garde un signe constant sur I alors la suite est
monotone et son sens de variation est donné par le signe de g(x)

3. Limite et point fixe :

points d'intersection de la courbe représentant f sur I et de la droite (y = x).

Résultat 3: Soit I un intervalle stable par f et (un) une suite associée a f avec uoel.
Si un— (¢ avec (eI et si f est continue en ¢ alors f(¢) = ¢

Démonstration: On suppose que un—> ¢
f est continue en ¢ donc f(un) — .
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(un1) est extraite de (un) donc una — /.

f(un) = un1 donne par passage a la limite f(¢) = ¢

les seules limites (finies) possibles pour la suite u, mais la suite peut tres bien ne pas converger
méme si f admet des points fixes et méme si elle n'en admet qu'un seul.

démontrer que les deux sous suite convergent vers la méme limite. Attention, les limites
possibles de (uzn) et (uzn.1) sont les points fixes de g = fof

4. Cas ou f est contractante :

Def: On dit que f est contractante sur I ssi f est k-lipschitzienne sur T avec O <k <1,
Cest-d-dire : V(x,y)eI?, |f(x)- f(y)l < klx -yl

est contractante sur I : il suffit de majorer |f'(x)| sur I par k<1.

Résultat 4: Soit I un intervalle stable par f et a un point fixe de f sur I.
Si f est k-contractante sur I alors toute suite associée a f avec uoeI converge vers o et de plus:
vheNN, luy - al < k"ug - al.

Démonstration par récurrence.

contrdlée par |'inégalité par lun- al < k"luo - al. La convergence de la suite est d'autant plus
rapide que k est petit.
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