PCsI2

Fiche pour le calcul de DL

Eléments théorigues

* Définition et propriétés

Définition: Soit f:I->IK et a un réel de I ou une borne de I.
On dit que f admet un développement limité d'ordre n en a, noté DLn(a), si et seulement si il

existe un polyndme P(x)= > a x* de degré au plus n tel que
k=0

VXeI,f(x)—iak(x—a)k =(x-a)"&(x) avec lime(x)=0 < f(x)-zn:ak(x-a)k = o((x-a)").
k=0 X—a k=0 X—>a

Le DLn(a) de f: f(x):f;;k (x-a) +o, (x-a)")
k=0 —_—
Reste

Partie réguliére

Propriétés des DLn(a):

® Si f admet un DLx(a), celui-ci est unique.

@ Si f admet un DLn(a), alors pour tout entier p<n, f admet un DLy(a) que I'on obtient en
tronquant le DLn(a) a I'ordre p, c'est a dire.

® Si f est paire (resp. impaire) et admet un DLn(0) alors la partie réguliére est paire (resp.
impaire).

* DL, et régularité

Théoréme 1: Caractérisation de la continuité et de la dérivabilité en a :
® f admet un DLo(a) si et seulement si f est continue en a ou prolongeable par continuité en a et
dans ce cas, f(x)=f(a)+o(1)

a

@ f admet un DLi(a) si et seulement si f, ou son prolongement par continuité en a, est dérivable
ena et dans ce cas, f(x)=f(a)+a(x-a)+o(x-a) avec o =f'(a)

Théoreme 2: Formule de Taylor Young : Sif est de classe C"sur I et a un réel de I alors f
n £ (a)
posséde un DLr(a) donné par:|f(x) = >

x k!

—a k=0

(x—a) +o((x-a)") w

Ce théoréme assure l'existence d'un DL a tout ordre pour une fonction de classe C*.
I/ est rarement utilisé comme moyen de calcul des DL.

* Opérations sur les DLA(0) :

On peut substituer Ax” & x dans un DLn(0) pour obtenir un DLny(0)

On peut faire des combinaisons linéaires et des produits de DL4(0)

On peut composer les DLq(0) pour obtenir le DL(0) de gof si f(x) - O quand x — O

On peut intégrer terme a terme le DLn(0) d'une fonction continue f pour obtenir le DLn.1(0) d'une
primitive F de f. On n'oubliera pas le terme constant F(O).

* Pour obtenir un DLn(a) : On pose x = a + h pour se ramener au calcul d'un DLx(0).

* Pour obtenir un développement asymptotique au voisinage de + ou de -, on pose h =1
X

pour se ramener au calcul d'un DLA(0).
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