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TD-Chapitre 17: Développement asymptotique

Probléme 1 : Comportement asymptotique d'une fonction:

On considere la fonction : g xzarc’ran[ ! j
+ X

1. Donner |'ensemble de définition de g et étudier les limites de g aux bornes de cet ensemble.

2.a. Donner les intervalles ol f est dérivable et montrer qu'il existe une fonction ¢, de méme
ensemble de définition que g telle que g'(x) = xo(x).

2.b Etudier les variation de ¢ et end déduire le signe de o.
2.c. Donner les variations de g.

On souhaite obtenir une représentation graphique de g.

3.a. On posant h = % donner un développement asymptotique de g au voisinage de l'infini.

3.b. Préciser la nature des branches infinies de la courbe représentative de en +x et en -,

4.a. Onnote u la restrictionde g a ] -1, +ool.
Montrer que u admet un DL1(-1). Que peut-on en déduire ?
4.b. Méme question pour v la restrictionde g a ] -, -1[.

5. Donner l'allure précise de la courbe représentative de g

Probléeme 2 : Un suite implicite classique

2

1. Montrer que VnelN, I'équation tanx = x admet une unique solution sur I, notée xp.
On représentera graphiquement la situation et on précisera la valeur de xo.

Pour tout nelN, on note I, l'intervalle }cn —%,mwz{ .

2. Donner la limite et un équivalent simple de la suite (xn).

3. On pose VnelN, un = Xn -nm.

>+

Montrer que ¥nelN, un = arctan(x») et en déduire que x, = nn+g+o(l)
n 0

4. Montrer que x n_iwnn+g—nln+ﬁ+ o(%)
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Corrigé

Probleme 1:

1. g est définie sur -, -1[ et ]-1, oo[.

. 1 . . 1 s . . T

lim —— = +o0 donc par composition, lim arctan| —— |== et par produit, li X)==
x—>-11+4x ” P mp x—-1 (1+xj 2 parp x—>njlg( ) 2

x>-1 x>-1 x>-1

lim L——oo donc par composition, lim arctan N P et par produit, lim (x)——E@
xa111+x B P P ! xa—ll 1+x B 2 P P 'x»zlg a 2
X<— X<— X<—

\n‘adme‘r pas de limite en -1.\

En +oo, %: % -0 et arc‘ran(h)ah donc par composition puis produit d'équivalents, g(x)+~ X.

Onadonc| lim g(x)=—x et lim g(x) =+
X—>—0 X—>+00

2. D'apres les théoremes généraux, g est dérivable sur J-oo, -1[ et ]-1, +oo[.

On trouve apreés calcul g'(x) = x(ZarcTan(lix] -1 +(1x+ x)z]’

On pose donc ¢(x) = 2“’"““”(“1 xj 1+ (1X+ x)*

¢ est clairement dérivable sur ]-o, -1[ et J-1, +oo[.
X2 +4x+6
C(X*+2x+2)2
¢ est donc décroissante sur ]-«, -1[ et sa limite a gauche en -1 est -n + 1 donc ¢(x) < O.
¢ est donc décroissante sur J-1, +o[ et sa limite en +o est O donc ¢(x) > 0.

Apres calcul, ¢'(x) =

On obtient le tableau de variations de g

% -0 -1 0 +00

=

g(x)

N3
HVIEE]

=00
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3. On cherche un développement asymptotique de g(x) a la précision % a l'infini
1

1 h
g(x) = g( )— sarctan 1+—1 =i arcTan(hHJ

h
On cherche un DL d'ordre 1 en O de g( =) donc on va écrire un DL3(0) arc‘ran[hh J

L— _ 2 2 _h_h? 3 3 3 u3 3
Ona h+15h(1 h+h?+o(h®))=h-h*+h® +o(h’) et arctan(u)su——-+o(u’)

donc par composition des DL,

h 2 3 2 3 3 3y 2 2 3 3
ar‘cTan[l h] (h h?+h ) (h—h +h ) +o(h*)=h—h*+Zh* +o(h®)

On remplace : g( )— [h h®+= h3+o(h3)]:H—1+§h+o(h)

et enfin g(x)=x—1+3x1+o(1)
+0 3 x X

On en déduit que la courbe de g admet une asymptote oblique d'équationy = x - 1 en +w et en -,

4.0 Onposex=-1+h,onah=x+1>0

ux)=u(-1+h)=(-1+ h)zarc‘ran(%) =(-1+h)? (g —arctanh) .
Or ar‘cfan(h)gh +o(h) et 1+ h)zgl —2h+o(h) donc

ul+h)= (1 2h+o(h)){——h+o(h)j (——(R+1>h+0(h)}

Et enfin, |u(x) = (—+(n 1)(X+1)+0((X+1))j

On en déduit que u est prolongeable par continuité en -1, en posant u(-1) = g et que ce

prolongement est dérivable en -1 avec u'(-1) = - = - 1.
La courbe de u admet une demi-tangente au point d'abscisse -1 de pente -n - 1

4.b. Onpose x=-1+h,onah=x+1<0

v(x)=v(-1+h)=(-1+h)? ar'c*ran(%) =(-1+h)? (—g —arctanh) .
Or ar‘cfan(h)gh +o(h) et 1+ h)zgl —2h+o(h) donc

v(1+h)=(1-2h+o(h))| == ~h+o(h) |=| —Z +(n-1)h+o(h) |.
0 2 ol 2

Et enfin, v(x):l(—g + (rt —1)(x +1)+o((x+ 1))} )

On en déduit que v est prolongeable par continuité en -1, en posant v(-1) = —g et que ce

prolongement est dérivable en -1 avec vV'(-1) == - 1.
La courbe de v admet une demi-tangente au point d'abscisse -1 de pente -n - 1
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5. On trace la courbe
y = x - 1 est asymptote oblique en

Il y a une tangente horizontale a l'origine.

la fonction n'est pas définie en -1, et n'est pas
prolongeable par continuité mais les courbes
ses restrictions admettent des demi-
tangentes de pente n - let -n - 1
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