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Chapitre 19 : Représentations matricielles en dimension finie-résumé

Dans tout le chapitre K désigne R ou C, n et p deux entiers naturels non nuls.

E et F désigne des espaces vectoriels non nuls de dimension finie.
1. Matrice de vecteurs:

1.1 Matrice représentative d'un vecteur de E

Soit @ = (ey, ..., en) une base de E et x un vecteur de E.
n
3 1(x1, X2, ..., Xn)EK™ X = in e, , (X1, Xz, ..., Xa) Sont les coordonnées de x dans 9.
i=1
Def: On appelle matrice colonne des coordonnées de x dans %, on note Ma(x) la matrice de
X
Mni(K) définie par : Ma(x) =

Xn

1.2 Matrice représentative d'une famille de vecteurs de E.

Def: Soit 3 = (ey, ..., en) une base de E et une famille §= (vi, , vp) de p vecteurs de E. On appelle
matrice de § dans la base % et on note Ma(vi, , vp) la matrice de My p(K) dont la jéme colonne
contient les coefficients de v; dans la base 3.

n

DGV‘S|0P"'0T'9U6 VJGHIIPH, 3!(01,3, Qzj, -y GN,j)EKn: Vj = Zai,j €

i=1

A V. Vv

! : !

01,1 al,J Gl,P _<el
M (3)=|a; = oy = g, |<e

an,l an,J a'"p -<en

la famille dans la base 3.

Proposition 19.1: Soit @ = (ey, ..., en) une base de E, I'application f de EP dans M p(K) qui a une

famille § de cardinal p associe sa matrice dans ® est un isomorphisme.

Def : Une famille § = (vi,..., vp) de p vecteurs de K" est dite échelonnée lorsque sa matrice

représentative dans la base canonique est échelonnée.

Proposition 19.2 : Une famille de vecteurs non nuls échelonnée de K" est libre dans K".
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2. Matrice d'une application linéaire :

2.1 Définition, dimension de L(E,F)

Def: Soit 3 = (e, ..., €p) une base de E, ¢= (fy, ..., fn) une base de F et ue L(E,F). On appelle

matrice de u relativement aux bases @ et € et on note M «(u), la matrice de la famille de
vecteurs (u(e), ..., u(ep)) dans la base €.

n
Vjellpl, Iary, azg, ..., an)EK, ule; ) = ;aw.f‘.

u(e, ) uley) u(e, )
v y y

01’1 al,j 01,P -<f1
A= ai,l aI,J ai,P <-ﬁ
CM,I an,J an,p -<fn

Le nombre de lignes de A est la dimension de |'espace d'arrivée, le nombre de colonnes est la
dimension de |'espace de départ.

* Si f est un endomorphisme, on peut choisir la méme base 3 pour I'espace de départ et
d'arrivée. On note alors Ms(u) la matrice de u relativement a @.

Cette matrice est carrée d'ordre n.

* La matrice de Ide dans une base @ avec dim E = n est la matrice identité I,.

* La matrice d'une forme linéaire est une matrice ligne.

Proposition 19.3: Les bases % et © de E et F étant fixées, |'application de £(E,F) dans Mnp(K)

qui a toute application linéaire de E dans F associe sa matrice relativement aux bases % et ¢ est
un isomorphisme.

Preuve en annexe :

Conséquences:

* Si uetvsont deux applications linéaires de E dans F de matrices respectives A et B dans les
bases 3 et @, alors A + B est la matrice de u + v et YA€K, LA est la matrice de Au.

* L(EF) est un K-ev de dimension finie et dim(Z(E, F)) = dim(E)xdim(F)

* £L(E) est un K-ev de dimension finie et ’dim(L(E)) = dim(E)a‘

* Une fois les bases fixées, pour décrire une application linéaire, il suffit de donner sa matrice.

2.2 Lien avec le produit matriciel.

a) Image d'un vecteur par une application linéaire:

Proposition 19.4: Soit 3 = (e, ..., ep) une base de E, ¢= (fy, ..., fn) une base de F et ue L(E,F).
VxeE, si on note A = M; o(f), X = Ma(x) et Y = Me(u(x)), alors A.X =Y

matrice relativement a des bases 3 et ¢ il suffit de calculer le produit matriciel A.X ot X est la
matrice colonne des coordonnées de x dans la base 3.
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b) Matrice de la composée de deux applications linéaires

Proposition 19.5: Soit E, F, G trois K-ev de dimensions respectives p, n, m, de base respectives
?,C D et ueLl(E,F), veL(F,G). Ona (vou)e L(E,G) et M4 o (vou) = Meo (V)XM; ¢(u)

A? est la matrice de u?® = uou relativement a & et plus généralement, A" est la matrice de
u" = uouo...ou relativement a B.

¢) Matrice d'un isomorphisme

Proposition 19.6: Soit E et F deux K-ev de méme dimension n, de bases respectives ¢ et C et
ueL(E,F).
u est un isomorphisme = M; «(u) est inversible dans Mn(K) < Mg ¢(u)e6LA(K).

Dans ce cas, si on note M = Mg o(u) alors M = Me s (u™)

matrice dans des bases choisies arbitrairement est inversible.

3. Noyau, image et rang d'une matrice

3.1 Application linéaire canoniqguement associée a une matrice.

On considere KP et K" munis de leurs bases canoniques.

On a vu que l'application f de £(KP,K") dans Mnp(K) qui a toute application linéaire associait sa
matrice relativement aux bases canoniques est un isomorphisme.

Def : Soit Ac Mnp(K), I'application u canoniquement associée a A est 'antécédent de A par f.

Cest a dire, que u est l'unique application linéaire de KP dans K" telle que A soit la matrice de u

relativement aux bases canoniques.

des coordonnées de xeKP et de u(x)eK" relativement aux bases canoniques.

Proposition 19.7 : Soit Ae My(K) et u l'application canoniquement associée a A.
® A est inversible si et seulement si u est un automorphisme de K".
@ A est inversible « IBe Mu(K), AB =1,

< 3Be My(K), BA = I,

Dans ce cas, B= AL

3.2 Noyau et image d'une matrice

Def : Soit A€My, le noyau de A noté Ker A et I'image de A noté Im A sont respectivement le
noyau et l'image de l'application linéaire canoniquement associée a A.

* Pour déterminer Ker A, on résout dans IRP le systéme homogéne AX = 0.
Des matrices qui se correspondent par OEL ont le méme noyau.

* Im A est le SEV de IR" engendré par les vecteurs colonnes de A.

Des matrices qui se correspondent par OEC ont la méme image.

3.3 Rang d'une matrice

Def : Soit A€M, le rang de A noté rg(A) est le rang de I'application de £(KP K") canoniquement

associée d A.
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Propriété immédiates :
® rg(A) < min(n, p)
@ VBeM,;q(K), rg(AB) < min(rg(A), rg(B))

® VBe6Ly(K), VCe6LA(K), rg(AB) = rg(CA) = rg(A)

Théoréme 19.1 Théoréme du rang version matrice Soit Ac Mnp(K) :

rg(A) + dim Ker A=p

Corollaire :
@ Soit Ae M, p(K), on ne modifie pas le rang de A en effectuant des OEL ou des OEC sur A.

@ Soit Ae Mu(K), A est inversible < Ker A ={(0,.0)} © ImA=K"< rg(A)=n

O.E.C pour obtenir une matrice échelonnée en lighe ou en colonne dont le rang est le nombre de
pivots. Dans les faits, il suffit de s'arréter dés qu'on obtient une matrice de rang trivial.

3.4. Lien entre les différentes notions de rang :

Proposition 19.8 : Soit A une matrice de Mnp(K), le rang de A est égal :

® Au rang de toute famille de vecteurs qu'elle représente.
@ Au rang de toute application linéaire qu'elle représente

¢ Pour déterminer le rang d'une famille de vecteurs il suffit de déterminer le rang de sa matrice
dans une base arbitrairement choisie.

De plus, si & une famille de cardinal n dans E de dimension n et de base 3,

§ est une base de E ssi rg(§) = n ssi rg(Ms(5)) = n ssi Ma(5) est inversible

e Pour déterminer le rang d'une application linéaire il suffit de déterminer le rang de sa matrice
dans des bases arbitrairement choisies.

3.5 Rang de la transposée

Proposition 19.9: Pour toute matrice A, rg(A) = rg(*A).

lignes.

4. Changement de base

Il est clair que la matrice d'une famille de vecteurs ou d'une application linéaire dépend des bases
choisies. Dans ce paragraphe, on s'intéresse a I'effet d'un changement de base de E et/ou de F.

4.1 Matrice de passage :

Def: Soit 3 et 3'deux bases d'un méme espace vectoriel E de dimension finie n.
On appelle matrice de passage de la base % d la base %' la matrice de la famille %' dans la base 3.

On note cette matrice Py o ou Psq' , c'est une matrice de Mn(K).

N.Champarnaud-mai 2024-LMB




PCsI2

|'ancienne.

Proposition 19.10: P;_5 est la matrice de Ide relativement aux bases %' et % ou encore
Paoa = Mgs', u}(IdE)

* Si 3 est une base de E alors Ps_.q= In
* Si %, B' et 3" sont trois bases de E alors Pg_.q' xPg' q" = Pgsge
* Soit & et @' deux bases de E, la matrice de passage P._..' est inversible et P1= Py .

4.2 Formules de changement de base

Théoréeme 19.2:
® Soit E un espace vectoriel de dimension n, @ et ®' deux bases de E et x<E
On a la relation Ma(x) = Pg.a' X Mq'(X)

@ Soit E un espace vectoriel de dimension p, 3 et 3' deux bases de E, F un espace vectoriel de
dimension n, et @' deux bases de E et ueL (E,F).

Sionnote A = Mge(u), B=Mage(u), P=Psget Q=Pee alors B = Q_IAP

E@' : ’Fe'
Dans_la pratigue: On peut utiliser le diagramme suivant: L ¢  1d T pour retrouver la formule.

u
E@a F@ '

base % d la base %', M la matrice de u dans % et N la matrice de u dans %'.
La formule de changement de base devient :

Mar(U) = PoaxMa(U)xPy .y < N = PIMP|

4.3 Matrices semblables :

Def : Soit A et B deux matrices de My(K). On dit que A et B sont semblables lorsqu'il existe une
matrice inversible P de GLn(K) telle que B = P1AP

 Deux matrices qui représentent le méme endomorphisme dans des bases différentes sont
semblables.
e Pour montrer que A et B sont semblables, on peut considérer u I'endomorphisme associé a A et

chercher une base % de K" telle que B = Mats(u).

Propriétés immédiates :
e Deux matrices semblables ont le méme rang
¢ Si deux matrices A et B sont semblables alors vneN, A" et B" sont semblables et B" = P"1A"P.

MR, FOX, ABouT I ASSIGNED QUESTIONS 1 FGURED You CouLD I CAN'T DECDE F  You

YOUR HOMEWORK... 1 THROUGH 20, YET PLOT MY RESULTS, FIND YOU'RE STUPID OR  CoULD

YOU ONLY DID QUESTIONS || THE BEST-FITTING CURVE, ||BRILLANT, PETER. SPUIT
AND EXTRAPOLATE How |

I'D DO ON THE OTHERS,

N.Champarnaud-mai 2024-LMB




PCsI2

Soit E et F deux K-ev de méme dimension n, de bases respectives B et C.
L(E,F) - Mn,p(K)

On pose f: {u M, (u)

* Montrons que f est linéaire : Soit u et v deux applications linéaires de E dans F et A et p deux
scalaires. On note M et N les matrices respectives de u et v dans les bases choisies.
Soit e; un élément de B, je[1,p], (Au + pv)(e;) = Au(e;) + pv(e;)).

n n n

Or u(ej ):Zmi,jfi et v(eJ. )=Z:ni'jfi donc (Au + pv)(e;j) = Z(km”. +“”i,j)fi
i=1 i=1 i=1

Par définition, la matrice de Au + uv dans les bases B et C est AM + uN, donc

f(ru + pv) = Af(u) + pf(v) et f est linéaire.

e Montrons que f est bijective :
Soit M une matrice fixé dans Mnp(K) de coefficient m;;.

vjell,pl, on pose y; = Zmufi on sait qu'une application linéaire est entierement déterminé par les
i=1

images d'une base de son espace de départ, donc il existe une unique application linéaire u de E
dans F telle que : Vj<[1,p], u(e;) = y;, c'est a dire telle que f(u) = M.
Toute matrice de Mnp(K) admet donc un unique antécédent par f.

\Bilan : f est un isomorphisme d'espaces vectoriels.‘

% = (ei,..ep) base de E €= (fi,...,fn) base de F D = (g1,....gm) base de 6

A = Mg ¢(u) = (a;j) matrice de taille nxp

B = Mco(v) = (bij) matrice de taille mxn.

La matrice C = BA est bien définie et ses coefficients sont par définition du produit matriciel :

n
Cij = Zbl,kak,j
k=1

Pour déterminer la matrice de vou relativement aux bases ® et 9 on doit décomposer le vecteur
(vou)(e;j) dans la base 9 pour tout je[1,p],

n
u(ey) = Zak jfk car les coordonnées de u(e;) dans la base ¢ sont dans Cj(A)
k=1
n

(vou)(ej) = v(u(ey)) = Zak,jv(fk) par linéarité de v
k=1

m
v(fi) = Zbl,kgi car les coordonnées de v(fk) dans la base 9 sont dans Ck(B)
i=1

n m m n m
On remplace : (vou)(e;) = zak,jzbi,kgi = Z Zbuk“kj = zci,jgi'
k=1 i=1 i=1 \ k=1 i=1

On a montré que les coordonnées de (vou)(e;) dans la base 9 sont dans la jéme colonne de M et
donc, par définition, C est bien la matrice de (vou) relativement aux bases 3 et 9.
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Soit (S) un systeme de h équations a p inconnues dans K et A sa matrice.

Le rang de (S) est le rang de la matrice échelonnée obtenue par OEL & partir de A donc c'est
aussi le rang de A. Notons o L(KP, K") I'application canoniquement associée a A.

On arg(S) = rg(A) = rg(e) = r < min(n,p)

* Si (S) est homogene, résoudre S revient d résoudre AX = O donc a déterminer Ker A = Ker ¢.
Les solutions forment donc un SEV de KP de dimension p - r, d'aprés le théoreme du rang.

Par conséquent sir = p, Sq = {(0,0,...,0)}.

* Si (S) a un second membre B+#(0,..,0). Résoudre (S) revient a chercher les antécédents de B
par o.

¢ Sir<nalors (S) aune solution Xo ssi BEIm A, dans ce cas, la solution est unique ssi r = p.

e Sir=nalors ¢ est surjective et le systéme admet au moins une solution XocK®.
De plus AX =B = AX = AXo © A(X - X0) = 0 & X - XoeKer A et donc Sol = Xo + Ker A

e Sir=p=nalors ¢ est bijective et (S) admet Xo comme unique solution.
Dans ce cas , la matrice de (S) est inversible et on dit que le systeme (S) est un systeme de
Cramer.
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