PCsI2

Chapitre 20: Dénombrement-résumé

1 Définition, notion de cardinal

Dans ce paragraphe E désighe un ensemble et n un entier naturel non nul.

Def : E est un ensemble fini lorsque E est vide ou lorsqu'il existe une bijection de E sur [1, n].
L'entier n, si il existe, est unique, et est appelé cardinal de E. On note card(E) ou |E|.
Par convention card() = 0

e Le cardinal d'un ensemble fini est son nombre d'éléments.

» Toute bijection de E sur [1, n] permet de numéroter les éléments de E et donc on peut écrire :
E ={x1, X2, ... Xn}.

Exemples :

e Un singleton est un ensemble de cardinal 1

¢ E = [p, n] est un ensemble d'entiers de cardinal (n - p + 1).

Proposition 20.1 : Soit E un ensemble fini de cardinal n > 1 et F un ensemble.
Il existe une bijection de E sur F si et seulement si F est fini et card(F) = card(E)

en bijection avec un ensemble fini dont le cardinal est connu.

Proposition 20.2: Soit E et F deux ensembles finis. Le produit cartésien ExF est fini et
card(ExF) = card(E).card(F)

OnaEix ... x Eqest un ensemble fini et Card (E1 x ... x Er) = [ Jcard(E ).
i=1

Et donc si E est fini, alors E" est fini et Card(E" ) = (Card E)".

2. Parties d'un ensemble fini

2.1 Cardinal d'une partie d'un ensemble fini.

Proposition 20.3 : Soit E un ensemble fini et A une partie de E
A est finie avec card(A) < card(E) de plus card(A) = card(E) = A=E

inclusion et I'égalité des cardinaux.

‘ Corollaire : Si F est inclus dans E et si F est infini alors E est infini

2.2 Opérations sur les parties d'un ensemble fini.

a) Union disjointe, partition.

Proposition 20.4 : Soit A et B deux parties de E.
Si A et B sont disjointes alors card(AUB) = card(A) + card(B)

# Attention : Cette formule n'est pas générale, il faut bien vérifier I'hypothese : AnB = &
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Corollaire : Soit E un ensemble fini de cardinal n.
® Si (Ai)ier est une famille de parties disjointes de E alors car‘d[UAl J = anrd(Al )
iel iel

@ Si A et B sont deux parties de E, alors card (A\B) = card(A) - card(B).

® Si A est une partie de E alors car‘d(;) = n-card(A)

Def : On dit que la famille (A)icr est une partition de E lorsque
Viel, A= @,V(, [)eI?, i # = AnAj=Det E=( JA

iel
Exemples :
e Les entiers pairs et les entiers impairs sont une partition de [1, n]
e Les groupes de colles sont une partition de la PCST2

Proposition 20.5: Si (Ai)icz est une famille partition de E alors card(E) = anrd(A )

iel

sont plus simples a dénombrer

Théoréme 20.1: Soit E un ensemble fini de cardinal n, 'ensemble #(E) des parties de E est fini
et card(9(E)) = 2".

b) Formule de Poincaré

Proposition 20.6: Soit A et B deux parties de E.
card(AUB) = card(A) + card(B) - card(AnB)

e Ceci est la formule générale pour le cardinal d'une réunion. La formule de Poincaré se généralise
par la formule du crible qui est hors programme.

On peut retenir que, pour 3 parties A,B,CdeE,ona:
card(AUBUC) = card(A) + card(B) + card(C) - car(AnB) - card(ANC) - card(BNC) + card(AnBNC)

Et retenir que, en général, Car‘d[UA.] < ZCar'd(Ai)

iel iel

¢ ({x})x<e est une partition de E, donc card(E) = anrd({x}) = Zl.

xeE xeE

Si A est une partie de E, alors card(A) = anr‘d({x}) = Zl + ZO = Z]IA(X)

xeA XxeA XeA xeE

On retrouve alors facilement la formule de Poincaré en utilisant les indicatrices de AUB et de
ANB.

2.3 Applications entre ensembles finis

Proposition 20.7 : Soit E et F deux ensembles finis et f :E—>F
O Si f est injective alors card(E) = card(f(E)) < card(F)

@ Si f est surjective alors card(E) > card(F)

® Si f est bijective alors card(E) = card(F)

Si card(E) > card(F) il ne peut y avoir d'injections de E dans F, ceci est a la base du principe de
Dirichlet ou principe des tiroirs : Si on range (n + 1) paires de chaussettes dans n tiroirs alors au
moins un des tiroirs contient deux paires de chaussettes.
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Théoréme 20.2: Soit E et F deux ensembles finis de méme cardinal n> 1 et f :E—F
On a les équivalences : f est surjective < f est injective < f est bijective

Preuve : Soit E et F deux ensembles finis de méme cardinal.

e Supposons f injective. f induit une bijection g : E-f(E) et donc card(f(E)) = card(E) = card(F)
et comme f(E) est une partie de F, on en déduit que f(E) = F et que f est surjective et enfin que
f est bijective.

* On montre par |'absurde que surjective = injective.

La négation de cette implication (non P ou Q) f est surjective et non injective (P et non Q)
Supposons f surjective et non injective. On a f(E) = F et f n'est pas injective donc card(E) >
card(f(E)) ou encore card(E) > card(F), ce qui est absurde.

ainsi on a bien f surjective = f injective et donc f bijective.

est bijective il suffit de montrer qu'elle est injective ou surjective.

Sif:E — E,onales équivalences: f est surjective < f est injective < f est bijective
Dans ce cas on dit que f est une permutation de E.

3. Outils pour le dénombrement
Dans la pratique, on essaiera le plus possible de modéliser les ensembles a dénombrer par les

notions de ce paragraphe.

3.1 p-listes

Def : Soit E un ensemble fini de cardinal n> 1 et peIN. On appelle p-liste de E ou p-uplet
d'éléments de E, un élément (x1, X2 ,..., Xp) de EP

Elle modélise le résultat de p tirages successifs avec remise.

Proposition 20.8 : Soit E un ensemble fini de cardinal n, le nombre de p-listes de E est
card(EP) = nP

Corollaire : Soit E et F deux ensembles finis de cardinal respectifs p et n.
L'ensemble des applications de E dans F, F(EF) = EF est fini et card(FF) = (card(F))«® = n

3.2 p-arrangements, permutations

Def : Soit E un ensemble fini de cardinal n> 1 et p €[1, n].
* On appelle p-arrangement ou arrangement de p éléments de E, une p-liste d'éléments distincts.
* On appelle permutation de E un arrangement de n éléments de E.

Elle modélise le résultat de p tirages successifs sans remise.

Proposition 20.9 : Soit E un ensemble fini de cardinal n > 1.
n!

(n—p)!

® Le nombre de p-arrangements de E est A’ =n(n-1)...(n-p+1) =

@ le nombre de permutations de E est n !

Corollaire : Soit E et F deux ensembles finis de cardinal p et n.
n!
(h-p)!

® Sip<n,le nombre d'injections de E dans F est AP =

@ Sin=p, le nombre de bijections de E dans F est n |
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3.3 p-combinaisons

Def : Soit E un ensemble fini de cardinal n et pe[0, n].
On appelle p-combinaison de E, une partie de E de cardinal p : {x1, 2, ..., Xp}

répétitions. Elle modélise le résultat d'un tirage simultané de p éléments de E.

Proposition 20.10: Soit E un ensemble fini de cardinal n et pe[0;n].

|
Le nombre de p-combinaisons de E est [nj S L —
p) plin-p)

méthodes de dénombrement pour tous entiersnet p telsque O <p<n

Rappels :
n n n n n n n+1
= |=1 = + = pour O<p<n
0 n p n-p p p+1 p+1
n n -1
v CZ v IN* no_ n kg n—k — n n-kg k n — n 1
(a,b)eC?, ¥nelN', (a+b) g[kja b ;[kja b p(pj n[p—l pourl<p<n

3.4 Anagrammes

Def : On considere une liste ordonnée de symbole qu'on appelle « mot ». Une anagramme de ce
mot est un nouveau mot différent obtenu par permutation des symboles du mot initial.

Exemples :
¢ HATM est une anagramme de MATH
» 110100 est une anagramme de 111000

Méthode pratique de dénombrement des anagrammes :

e Le nombre d'anagrammes du mot MATH est 4! = 24 car le mot comporte 4 lettres distinctes
donc une anagramme est une permutation de I'ensemble {M, A, T, H}.

e Le mot DEJEUNER comporte 8 lettres dont 3 lettres E. Si on distingue les E en les numérotant
(E1, E2, E3) alors comme précédemment, le ombre d'anagrammes est 8 |

Il y a « | permutations des E qui donne le méme mot si on en tient pas compte des numéros donc
le nombre d'anagrammes est 8! / 31 = 40320 / 6 = 6720

e Le mot ABRACADABRA contient 11 lettres dont 5 lettres A, 2 lettres B, 2 lettres R, 1 lettre C

et 1lettre D. Le méme raisonnement que précédemment donne 512121

=83160 anagrammes.
, s s 11 Qe
Une autre méthode consiste a choisir les emplacements des B : Ona [5] possibilités.
. 6 Qe 4 Qe 2 Qe 1
Puis on place les A : ) possibilités, les B : 5 possibilités, le C: 1 possibilités et le D : 1

possibilités.

Le nombre d'anagrammes est donc u X 6 x 4 x 2 x 1 _ul x 6! x 4! x 2! x1= 11
9 5% 2) \2) 1) 1) 5161 2141 2120 1111 " T B12121
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