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Chapitre 5: Calcul de sommes et de produits-polycopié de cours

1. Calcul de sommes
1.1 le symbole >’

Déf: Soit (ak)kee une famille de hombres complexes indexée par un ensemble fini E

On note >’ q, la somme de tous les éléments de la famille.
keE

Remargque : l'indice k est muet, ainsi, kZéak = ZE:ai = ZE:aj =
€ 1€l Je

Convention: SiE= Jalors > a =0
keE

n
* SiE =[0, n] ol neNN, Zak = @o+ Q1 +...+Gn
k=0

n
* SiE =[1,n] ol nelN", ZGk = Qa1+ az2+..+ Qn
k=1

n n
* SiE=[p,nfolnetpeZ, p<n, > a =a+au+. +anetsip>n, > a =0 par convention
k=p k=p

Propriétés: Soit h,peZ avecp<n,

n+1 n n p n n n p-1

* > g = D.a *am dYa,=>a, + > a ,1<psn da, =Ya, ->.a
k=p k=p k=1 k=1 k=p+1 k=p k=1 k=1
n n n n n

. zqk + Zbk = Z:(ak +b,) et Zkak :KZGk linéarité de la somme
k=p k=p k=p k=p k=p

1.2 Sommes a connditre:

® Somme de termes constants:
n n

VaeC, VnelN, Za =(n+1)d et VaeC, Vn, peZ,p<n, Za =(n-p+1)a
k=0 k=p

® Somme des entiers, des carrés des entiers, des cubes des entiers :

n

VneN', Dk =1+2+.+n= n(n +1) ,
k=1 2

VnelN* Zn:kz 124224 +n2= n(n +1)(2n +1) .
k=1 6
n ( 1) 2

VnelN, Zk3 =13+ 23+ +n3= (_n n+ J v
k=1 2

® Sommes géométrique s:

-k l_qn+1_q"+1_1 sig#1
quc,éq =1l+q+q®+.+q" = 1-q - q-1 q v
. n+lsig=1
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® Formule de Bernoulli :

n-1 n-1
Va, beC, VnelN,a"-b"= (a —b)z a" ek = = (a —b)z ab" kv
k=0 k=0

Va, beC,a®-b3=(a-b)a® +ab+b?)

n-1
VnelN", vxeC, x"- 1= (x—l)z x
k=0

2p _
VpeN, VxeC, x%1+ 1= x2P1 - (-1)%P+1 = (X+I)Z(_1)Zp X
k=0

1.3 Techniques de calcul

® Changement d'indice : Soit n,peZ,n<p

n

P

n
a. Translation: Soit S =>"a, ,onposej=k-p,onak=j+pets-= Zajw :

k=p j=0
n-p
Comme l'indice est muet, on peut écrire s = Z Ayrp (k « k +p).
k=0
l_qnfp+1
n n-p n-p p )
Application:. g =Y ¢ =Y ¢ =19 *T1-q 5971 5i g1, (n-p+ 1) sinon.
k=P k=0 k=0 n-p+lsiq=1
n l_qn—p+1
On en déduit : Soit u une suite géométrique de raison g=1,|> u, = Yo
k=p -q

n n
b. Symétrie: Soit s = Z a, . le changement d'indice j = n - k donne s = Z a; et comme
k=0

n
I'indice est muet on peut écrire que: S = " a, (k < n-k).
k=0

j=0

n :(n—p+1)(up+un)

Application : Soit u une suite arithmétique de raisons r,|>_u,
k=p

2

2n k

. , T

= Exercice résolu: Calcul de ZCOS[Z—)
k=0 n

® Sommation par paquets :
Dans certains calculs, regrouper les termes par paquets permet de faire

des simplifications. On

peut, en particulier, regrouper les fermes d'indices pairs et d'indices impairs :

n n n

DT DGt D QT D Gt DL GeT D Gt D Gy
m m<k<n m<k<n m<2k<n m<2k+l<n
impair k pair kimpair

k=1

® Somme télescopique :
Une somme télescopique est une somme pouvant s'écrire sous la forme:

Sy :i(aku _Ok) ou's, :Zn:(ak _°k+1)'

k=p k=p
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Dans ce cas on a les simplifications respectives :
Sy =0,;-a S;=a

p p Ani1

n
= Exercice résolu: Calcul de ) _1
ko k(k +1)

2. Formule du binéme et applications

2.1 Les coefficients binomiaux :

Def : Soit nelN et keZ, le coefficient binomial « k parmi n» est l'entier naturel défini par

[
[:]zm siO<k<net [:J:Osik<00uk>n

Propriété: Soit nelN et keZ,

e SR U A R

@) (:] - [n l: 1} + [: :ij relation de Pascal v
. n n-1 .
®Sil<k<n, k{kj = n(k 1] formule du capitaine v

case au dessus et celle de la case au-dessus a gauche

J

\ 4
T @ M Remarque : On peut montrer que lorsque
ONO. ke[O, n], la formule définissant {n] donne
Q00 @ “
N ORORORONO) bien un entier naturel, en raisonnant par
iy e i e S W i e récurrence sur n (numéro de la ligne dans le
il il triangle).

2.2 Formule du bindme de Newton:

n(n n(n
Théoréme 5.1 : Soitaet beC, et nelN, (a+b)"= ZLk]akb“‘k = Z[Ja"‘kbk v
k=0

2.3 Des applications

@ Calcul de sommes :

n n
= A savoir refrouver et justifier : z N 2" Z(—I)k N - 0 v
koK k=0 k
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@ Transformation d'expressions trigonométriques

* Linéarisation de cosPsin?: On utilise les formules d'Euler puis on développe en utilisant la
formule du bindme, enfin on regroupe les termes pour faire apparditre des cos(ka) et sin(ka)
grdce aux formules d'Euler.
evree) 1 3 3 e —e) 1 3.
Exemples : cos’a= [T] = Zcos(Sa) + Zcosa et sin“a= (—I] = —Zsm(3a) +Zsma
* Délinéarisation de cos(px) ou de sin(gx) : On utilise la formule de Maivre puis on développe le

membre de gauche en utilisant la formule du bindme puis on identifie les parties réelles et

imaginaires.

3. Produits

3.1 le symbole []

Déf: Soit (ak)kes une famille de nombres complexes indexée par un ensemble fini E.

Onnote [] a, le produit de tous les éléments de la famille.
keE

Remarque : l'indice k est muet, ainsi, [Ja, =] ]a = Haj =..
keJ ieJ jeJ

Convention: SiE= @ alors [Ja, =1
keE

n
* SiE=[0,n]otneN, []a, =aoxaix..xan
k=0

n
* SiE= [1,nJotneN, []a, =aixazx.xan
k=1

n
* SiE=[p,nlotnetpezZ, pn, [[a, =apxapix.xanetsip>n, [[a, =1par convention
k=p keE

Propriétés immédiates: On donne n, p, m entiers, p<m<n et o, des réels.

e JkeE,ak=0= []q, =0
keE

f::la

% 11 o
=TT [12a-7"]a

3.2 Produits a conndfire:

n
® Produit de facteurs constants. Soit a un hombre complexe, [[ ] a = a™}
k=p
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@ Factorielle (de) n: Soit n un entier naturel, n > 1, la factorielle de n est I'entier :
n

n!sz:1x2><...n v
k=1
n
Par convention, on pose O! = H k =1 Ona |VneIN, (n+Dl=(n+1) xn!l
k=0

k=1 k=0

3.3 Techniques de calcul

® Changement d'indice: Mé&me chose que pour les sommes.

@ Produit télescopique: Un produit télescopique est un produit de facteurs pouvant s'écrire

n_a n_oa
sous la forme: Pznﬂ ou P:H_k.

k=p O k=p ki1
Qi1 aP
On a alors apres simplification P = — et P = ——.
ap Ani1
, n 1
= Exercice résolu: Calcul de J](1-=)
k=2

4. Sommes doubles
On considére une famille de nombres complexes (ai, j) doublement indexées par des entiers i et |

4.1 Somme sur un rectangle:

On suppose que (i, j) vérifie de maniere indépendante p<i<netm<j<l|.

Définition et propriété : Soit E = [p, n|x[m, I], on note Z q; la somme des éléments de la

p<i<n
m<j<!
n | | n
famille (ai ). j<e. Ona Z a;= z Zai,j = Z Zau
p<isn I=p J=m J=mi=p
m< <!

Si les deux champs d'indices sont indépendants alors on peut inverser l'ordre de sommation sans
modifier les bornes des sommes.

1<i,j<n 1<i,j<n

Cas particulier : {iq}{ibj]: 2. ab;
=t

i=1 1<i,j<n

4.2 Somme triangulaire

On suppose que les indices i et j ne sont pas indépendants et vérifient des inégalités du type

p<i<j<n ou p<i<j<n  ou p<j<i<n  ouencore p<i<j<n
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Définition et propriété :

® Soit E={(i,j).p<i<j<n} onnote > a; la somme des éléments de la famille (ai ) j)<e.

p<i<j<n
n n n J
Ona 3 a;=224;=>>a,
p<i<j<n i=p j=i J=pi=p

@ Soit E={(i,j).p<i<j<n}onnote > a; la somme des ¢léments de la famille (ai;)q,j)<€.

p<i<jsn
n-1 n n Jj-1
Ona 2, 4y=2 2 a;= 2 24
p<i<j<n i=p j=i+1 j=p+li=p

Les autres cas s'en déduisent

I<i<j<n 1<i<j<n

5 )
3¢2 82012 8%9¢ 319284257493 |E)
14352 6 7 4V9 2 1213395 - T53066 |

S78 =794
S 56139 =3
50 5. 9 30 g 3 1 g 4
73% 6419338 \[375559383241
04 %68 LHEF 5G] "
215237248 8 :;ILIE'?SIK i

[ 'g
G330G451?5q jx*d,; ';‘
I 678" 15 ¢ 3 |

L4 ] ?9
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