PCsI2

Exercices-Chapitre 17: Comparaison locale de fonctions, DL
¢ Eléments de correction en ligne - » A savoir refaire.

Relation de comparaison

17.1 Justifier les comparaisons suivantes :

5 ’
a. fix x2In?(x), gixH—> Y- n( ) , et hixi> e sont négligeables devant x H% en +o

In ). 1
b. f:x x/In(x),g:x— sont négligeables devant x> — en 0
| | N1-x \/;
17.2 VRAI ou FAUX
a. Si f~g alors lim (f(x)-g(x))=0 b. Si lim (f(x)-g(x))=0 alors f~g.
a X—a X—a a

v 17.3 Donner un équivalent simple des fonctions suivantes en O puis en +o:
f(x)=x+x  g(x)=x+1+lnx  h(x)=Inx+(nx)? k(x)=+x+1-x m(x)=e* +sinx

v 17.4 Donner un équivalent simple des fonctions suivantes en O:

e

a. f(x)=tanxIn?(1+x) g=——"— h(t)= sh(t)
(1+x)° -1 T2+t
tan(2x?)

b. f(x)=In(1+sinx) g(t) =In(cost) h(x)=

iox* -1

v 17.5 Donner un équivalent simple des fonctions suivantes en +o:

3 4 2 1
a. f(x)zw Q(X) x| e X | h(X)=X4 1+i2—X4
(x*+x)* " x

1 1

b. f(x)=x* -1 g(x)=eX -ex h(x) =ch(x)

17.6 Régle du logarithme

a. Démontrer que: si u vetsilimu(x)=/¢avecleR ,l#1oul=+w alorsIncu~Inov
X—a a

b. Donner un equuvalem‘ simple en 0 de f(x) =In(In(x + 1)) et de g(x) =In(sinx).
c. Donner un équivalent simple en +o0 de f(x) =In(x?+ x +1)

¢ 17.7 A l'aide d'un encadrement, donner un équivalent de arctan(x + 1) - arctan(x) en +o.
Indic : arctan(x + 1) - arctan(x) = f(a) - f(b)

17.8 Pour chaque exemple donner les valeurs du réel o telles que f(t) = o(ia)
X—a 1-

a. f(t)=In(1+1*)aveca=0 b.f(t)=1In(1+ % ) avec a = +o0

c. f(t) = It vecas d. f(t) = AT avecaz0
JHEE+1) VH(t*+1)

e. f(t) = % avec a = +o f. f(t)= sm(ZT) aveca=0

17.9 Donner un équivalent simple en n/2 de cos et de f(x) = % —tanx
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Utilisation dans les problémes

v 17.10 Déterminer la limite de f en a a I'aide d'équivalents:

Vx2+1-1

af(x)=¥X+t=1" o b f(x)=-S0X 4% f(x)=lln(1+x} a=0
X sinx —1 2 x \1-x
1
2x? —
df)=(1-e ) Lazwe e f(x)=x*T, a1 ff(x) - dx2tanx) g
sinx
¢ 17.11 Méme exercice :
a.f(x)=,a=0 b. f(x)=Tanx’ran(§], a=r c. f(x)= 1-e (l—cosx),a:O
1-2%
1/x xInx
1-x+x? tanx In(1+ x)
df(x)=| XX | a-0 f(x)=—X q-0 fof(x)=| 2
0 [1+X+X2] ¢ e F0x) J1+sinx —1 ¢ () [ Inx J

Inx
17.12 Donner I'ensemble de définition de la fonction définie par f(x)= [i—x] , et étudier sa
+ X

continuité sur cet ensemble. Peut-on la prolonger par continuité ?

1
¢ 17.13 Soit a, b > 0. Déterminer la limite en +o de f(x) = (ax +b* )X

Calculs de DL

v 17.14 Opérations algébriques et composition

. DL4(0) de: 2ch(x) - 3v1+ x, e* In(1 + x), Tcm;(;sinx'
+ X

. DL4(0) de: In(1 + sinx), cos(x~1+ x), e

. DL2(0) de: (\/1 + x)>< et J1++1+x

v 17.15 Quotient:

[=]

o

(9]

a. DL3(0) de: 1 , 1+x , arctan(x) — sin x
1+x+x3 3+x* oS X
1
b. DL3(0) — = In(1+x)

In(1+x)"  sinx

v 17.16 Intégration:
a. DL4(0) de arcsinx et de In(cosx)
b. Montrer que Va >0, x — arctan( 10 X ) admet un DL & tout ordre en O et le déterminer.
- ax
¢ 17.17 Donner les DL3(0) de :
1
2 2 2 =
a , In (1+x), In(>< +1), 11 , (x+1)X et In(3e* +e7 )

In(1+x?) eX —1 x+1 thx tanx

17.18 Donner un DL & I'ordre n en a dans les cas suivants

sinxena=%,n=3 e*ena=1et nelN In—fena:l,n:?; arctanxena=1,n=3
X

17.19 D'autres méthodes pour donner le DL5(0) de la fonction tangente.

a. Justifier que tangente admet un DL5(0) et le retrouver en utilisant cosx.tanx = sinx

b. En utilisant que: VxeR, tan(arctan(x)) = x, retrouver le DL5(0) de la fonction tangente.

¢ 17.20 Utiliser une méthode analogue a la précédente pour retrouver le DL5(0) de arcsin.
N. Champarnaud-LMB-mars 2024



PCSI2
, exp(—i) six=0
v 17.21 Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x?
O0six=0
Montrer que f est de classe C* sur R et que VnelN f™(0) = 0 et donner son DLA(0) en O.
Vrai ou Faux: Deux fonction admettant le méme DL d'ordre n en a sont égales au voisinage de a.
¢ 17.22 Soit f définie sur R par f(x) = arctan(eX).
a. Justifier que f admet un DL a tout ordre en O.
b. On souhaite obtenir le DL3(0) de f. Peut-on composer les DL3(0) de arctanx et e*?
c. Justifier que f est solution sur R de I'équation différentielle (1 + e?) y'= eX.
d. En déduire les valeurs de f'(0), f"(0) et enfin f"(0).
e. Donner le DL3(0) de f.
17.23 Soit f : R — R définie par f (x) = x exp(x?).
1. Montrer que f est bijective de R dans R. On note f™! sa bijection réciproque.

2.a. Quelle est la régularité de f"'sur R ? Quelle est sa parité ?
2.b. Calculer le DL5(0) de 1. Indic : exercice 17.20

Utilisation des DL dans les problémes

17.24 Donner un équivalent simple des fonctions suivantes en O :

f(x) = In(1 + sinx) - tanx g(x) = ﬁ—% h(x) = sin®x - x*J1-x?
|

17.25 Calculer les limites des fonctions suivantes en O
1

. X _1)e -1
fo)s —L -1 ge= ! {sm[ x ]— S'“x} h(><)=[e J

In(1+x) x sin? x x+1) 1+sinx X

17.26 Etude locale d'une fonction

. 1+x)—
a. On définit f par Vxe]-1, 0[U]0, +oo[ par f(x) = ln(;#
Montrer que f peut &tre prolongée par continuité en 0, étudier la dérivabilité du prolongement et
préciser l'allure de la courbe représentative de f au voisinage du point d'abscisse O.
b. On pose v+ <0, f(+) = w et £(0) = 1. On considére ¢ : x > % [ fenar.
0
Justifier que ¢ est bien définie sur R” puis montrer qu'elle peut &tre prolongée en une fonction
de classe C' sur R

In(cosx)

¢ 17.27 Calcul de dérivées successives Soit f(x) = , Justifier que f est 5 fois

dérivable en O et calculer les 5 dérivées premieres en O.

17.28 Branches infinies :

En posant h = 1 , étudier les branches infinies de la fonction f(x) = A
X X —
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