PCsI2

Exercices - Chapitre 19: Représentations matricielles
¢ Eléments de correction en ligne- v A savoir refaire

Matrice d'une application linéaire.

v 19.1 Dans chacun des cas suivants, u est une application linéaire de E dans F. Donner la
matrice de u relativement aux bases canoniques de E et F.

a. E=R3} F=R*etu(x,y,z) — (x+y-2z x-3y+2)

b.E=C3 F=C'etu(x,y, z) > (Qix+3z,x-y,iy+2z, x -2y +iz)
c.E=R:F=Rietu(x,y,z) > (x+y+2z,x-2y,3y-2)

d.E=F = R3[X], u:P—>P"

1 2
e.E=F=Mz(K),u:M|—>AMavecA:[3 ‘J

f.E = Ri[X], F=R2,P—= (P(1), P'(1)

19.2 Dans R[X], on pose Q = 1+ X + X? et on définit ¢ sur R3[X] par VPeR3[X], ¢(P) = PQ' - QP
a. Montrer que ¢ L(R3[X], Ra[X])

b. Ecrire la matrice de ¢ dans les bases canoniques de IR3[X] et de R4[X].

c. Déterminer le noyau de ¢ et le rang de ¢. Que peut-on en déduire ?

v 19.3 Un automorphisme de R:[X]
a. Justifier que %= (1, X - 2, (X - 2)?) est une base de R2[X].

b. Soit f 'endomorphisme de IR2[X] dont la matrice relativement a la base 3 est A =

o - O
N = =
w NN

Déterminer f(X? + X + 1).
c. Montrer que f est un automorphisme et préciser la matrice de f! dans &.

v 19.4 Soit 'endomorphisme de R® défini par f(x,y, z) = (X - z, Y, y).
Déterminer la matrice de f dans la base canonique, puis expliciter les itérées successives de f.

v 19.5 Dérivation discréte: Soit P<Ki[X], on pose u(P) = P(X+1) - P(X)

a. Montrer que u est un endomorphisme de Kq[X].

b. Donner la matrice A de u dans la base canonique pour n = 3 et en déduire, rg(u), Im u et Ker u
c. Onrevient au cas général, déterminer le noyau, le rang et l'image de u.

A-t-on Ker u et Im u supplémentaires dans Kn[X].?
s K[X]— K[X] - : N
d. On définit a présent f : . Justifier que f est un endomorphisme surjectif.
Pis P(X+1)=P(X)
v 19.6 Endomorphismes nilpotents en dimension finie
Soit E un K-ev de dimension nelN" et uc£(E) avec u nilpotent d'ordre ncN" c'est a dire tel que:
u" = O, et u™! n'est pas I'application nulle. Soit xo<E tel que u™(xo).
a. Justifier que B = (xo, u(xo), ..., U"*(xo)) est une base de E.
b. Donner la matrice de u dans la base B et en déduire le rang de u.

c. Préciser Ker u. Im u et Ker u sont-ils supplémentaires ?
d. Dans cette question, n = 3. Déterminer I'ensemble F des endomorphismes de R® qui commutent
avec u et montrer que F est un SEV de £(R?) de dimension 3.

Prolongation de l'exercice 18.25
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Noyau, image, rang, endomorphisme canoniquement associé

12 6 0
v 19.7 On considére la matrice A= |-20 -10 O
-6 -3 -1

a. Donner I'endomorphisme canoniquement associé a A.
b. Déterminer Ker A, rg(A), Im A. A est-elle inversible ?

2 -1 4
19.8 On considére la matrice A=|-1 2 -1
-1 -1 2

et on note f I'endomorphisme canoniquement associé a A.

a. Déterminer Im A et Ker A et montrer que ce sont deux SEV supplémentaires de R3.
b. Ecrire la matrice de f dans une base adaptée & la décomposition Ker A @ Im A = R®.
c. Décrire f comme la composée de deux endomorphismes particuliers.

v 19.9 Déterminer le rang des matrices suivantes :

1 2 -1 0

1
2 3 -1 0 1 2 3 L1 11 ) A1 1
A=|-3 1 0 2|,B=|1 3 4|,c= {0 2 o0 -3 D=[1 A 1], 2reR.
4 5 1 4 2 4 7 - - 1 A

6 3 -3 -1 7

v 19.10 Prouver que la famille composée des vecteurs Py = (X + 1)?, P2 =1 - X? et P3 = X est une
base de R2[X].

¢ 19.11 Soit AeR, donner le rang des familles suivantes
a.5=((3,1,-4,6),(1,1,4,4),(1,0,4, 1)) dans R*.

b. § = (P1, P2, P3) dans R3[X] ol P1= 3 +X - X2 +6X3,P2=1+X+4X? +4X3 P3=1-4X2% +21X3.
c.5=((1, cosh, cos2)), (cosr, cos2), cos3L), (cos2\, cos3h, cos4lr) ) dans IR3

-3 2 5
19.12 On considére la matrice A= |-6 4 10|.
3 -2 -5

a. Déterminer le rang de A.
b. Montrer qu'il existe deux matrices de IR31 notées U et V qui vérifient : A = UV
c. Déterminer A? puis A" pour nelN".

1 1 1 1
) a b a b

19.13 Soit (a, b, ¢, d)eR*, et A = d 4l Donner le rang de A.
ac bc ad bd

19.14 Soit A et B deux matrices carrées d'ordre 3,
montrer que AB = 03 = rg(A)<1ourg(B) <1

0O - 0 1
v 19.15 Soit A = 01 - et f son endomorphisme canoniquement associé.
10 -0

Justifier que A est inversible, préciser A™! puis AP pour tout peN.
q p p P P

¢ 19.16 Soit A =(aij) une matrice de My(K) telle que i> j = ai;= 0.

Montrer que A" = O, On pourra utiliser f, 'endomorphisme canoniquement associée a A.
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Changement de base et application

v 19.17 Soit f I'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est

31 -3
M=|-11 1 |.Onposeer=(1,1,1),e2=(1,-1,0)etes=(1,0,1)
11 41

a. Montrer que 3 = (e, ez, e3) est une base de R3 et donner la matrice de f dans la base
b. En déduire une base de Ker f et de Im f

v 19.18 Matrice d'un projecteur, d'une symétrie.

Soit E = IR3. On considére : e1 = (1,0,1),e2=(1,-1,0) et e3 = (1, 1, 1).

a. Montrer que 3 = (e1, ez, e3) est une base de E. Donner les matrices de passages entre & et la
base canonique.

b. Donner la matrice, dans la base % puis dans la base canonique, de la projection sur

F = Vect(es, e2) parallelement a G = Vect(es).

c. Donner la matrice, dans la base % puis dans la base canonique de E, de la symétrie par rapport
a G = Vect(es), parallelement a F = Vect(es, e2).

012
v 19.19 Soit f I'endomorphisme de IR® dont la matrice dans la base canonique est A= |1 2 1
2 4 2

a. Déterminer les réels ) tels que 3u cR3\{(0, 0, 0}, f(u) = Au.

On dit que 1 est une valeur propre de f.

b. Déterminer une base 3 de E dans laquelle la matrice représentative de f est diagonale.
c. Pour tout neN”, calculer A"

2 -1 41
19.20 Soit A=|1 0O -1| et f son endomorphisme canoniquement associé.
1 -1 0

a. Calculer A%, qu'en déduire pour f ?
b. Montrer que A est semblable a une matrice diagonale.

j 21 2x
19.21 SoitJ=|j2 1 j|avec j=e 3.
1 g

0 00O
Calculer J? et donner le rang de J puis montrer que J est semblableaA= |0 0 1.
0 00O

19.22 Soit E un R-EV de dimension 4 et f un endomorphisme de E tel que f =0 et f? =0
a. Montrer que Im f c Ker f et en déduire que le rang de f vaut 1 ou 2.

b. Montrer que sirg f = 1, alors il existe une base B de E telle que : Maty(f) =

O O oo
O O oo

coool2°°®

O O oo
~ O O O

O O~ O

0
1
0
0
c. Montrer que sirg f = 2, alors il existe une base B' de E telle que : Mat; (f) = {

N.Champarnaud-LMB-mai 2025



