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Chapitre 23: Intégration sur un segment - Démonstrations

® Preuve de la proposition 23.1 : définition de l'intégrale d'une fonction en escalier

Il faut montrer que le résultat du calcul ne dépend pas de la subdivision o choisie. Soit ' une
autre subdivision adaptée a f, deux cas sont a considérer:

Montrons que le calcul est inchangé si on ajoute un point a c.

Considérons la subdivision c' = (Xk)osken U {a} ot aeI. 3ke[0;n-1] tel que ae Ixk; Xk1[.
Réfléchir a I'aide de la figure.
Ic'(f) = (X1-Xo)Yo+ (Xz-X1)Y1 + ...(G-Xk)yk+ (Xk+1-0)yk+ ot (an-an-1)yn-1

D treeenetescerareesanrasan a faire

qui précede: Is(f) = Io(f) et Io(f) = Lo (f) donc Is(f) = Io(f).

@ Preuve du théoréme 23.2 : définition de l'intégrale d'une fonction continue

o feC(T) donc f est bornée sur I. Soit m un minorant et M un majorant de f sur I. Figure.

La fonction constante égale a m est en escalier sur I et minore f donc A*(f) est non vide car il
contient I:mdf =m(b-a).

Soit peE(I), ¢ < f, comme f <M, alors ¢ < M et par croissance de |'intégrale de deux fonctions
en escalier: I:@ < I:Mdf =M(b-a) donc A (f) est majoré par M(b-a).

A (f) est une partie de R non vide et majorée donc elle admet une borne sup notée sup(A*(f)) = o

De méme A*(f) admet une borne inf notée inf(A*(f)) = B

b
b

e Commeona ¢ <f<ysurIalors _[(p < j v par croissance de |'intégrale d'une fonction en
a

a
escalier et doncjo. < B (1)

e Soit ¢ >0, comme feC(I), d'apres le théoréme d'approximation, il existe o et woeE(T) telles
que @o< f <yosur I et yo- o< e surl.

b
b b b
OnaJ‘(poS(xe‘l'BSJ. \Vo,donCB-aSJ‘ ‘VO_J- Pq -
a a a
a

b b b
Or J.a\uo —J.acpo :IQ(WO -0, ) <e(b-a) etenfin’B-aSs(b-a) (2)\

¢ (1) et (2) donnent 0 < B - a < g(b - a) pour tout £ >0
Supposons B - o > 0 et posons yzﬁ_Ta.OnanMB-oc

En prenant ¢ = ¥ dans I'inégalité (2), on obtient B -a < vy ce qui est absurde.

b-a
On conclut que B - o =0 ouencorea=p CQFD.
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® Preuve de la proposition 23.2 : Linéarité de l'intégrale d'une fonction continue

b
b b b b
Montrons que If +g= I f +I g . on ferait de méme pour montrer que VoeR, J. af = (xj f
a a a a
a

Soite>0

feC(T) donc il existe deux fonctions en escalier @1 et y; telles que 1< f < w1 et yi- p1<e/2
geC(T) donc il existe deux fonctions en escalier ¢z et y2 telles que p2< g < y2 et y2- p2<¢/2
On en déduit successivement les résultats suivants :

e Par définition de l'intégrale de f et de g :

j o) SJ-fSJ.% e‘rJ. 0, sjgﬁj\yz e’rensomman‘rj (o} +I(p2 sjf+jg§j\|/1 +IW2_

Or l'intégrale d'une fonction en escalier est linéaire donc : J(pi + ¢, ﬁJ‘f+ jg < le +y,

ee Ona aussi g1+ @2< f + g < y1+ yz avec (f + g)eC(I) et (p1+ ¢2), (y1+ y2) €E(T)
avec (y1+y2) - (p1+ g2) <&
donc f(pl +0, sjf+9 < le +y, |par définition de l'intégrale.

eee Onaenfin (yi+y2) - (e1+¢2) < € donc le +, —J‘(p1 +¢, < e(b—a) |par croissance de

I'intégrale d'une fonction en escalier.

En conclusion: |I'écart entre jf+9 et jf+Jg est majoré par le +y, —J‘(p1 +¢, < g(b-a), et

ceci vaut pour tout ¢ > O donc cet écart est nul par le méme raisonnement que dans la preuve
précédente.

[t+g -(jf+jg)=o@jf+g =[f+]q

@ Preuve du théoréme 23.4 : Convergence des sommes de Riemann.

On se limite a le démontrer pour f de classe C' sur [a,b].
f est dérivable sur [a, b] et f' est continue sur [a, b] donc elle est bornée et atteint ses bornes.
En appliquant l'inégalité des accroissements finis a f sur [a,b], on montrer que f est lipschitzienne
sur [a,b]. Donc, IreR" tel que Vx,ye[a,b], |f(y)-f(x)| < 1ly-x|.
: < |rP l b-a S X1 S X1
Soit nelN, | F(N)dt=3 =S 0x )= |3 [ “H(hdr-3 [ ()t
k=0 k=0 "k k=0 "k

n-1
D[ - F(x, )t
k0"

n-1
< jk F(1)-F(x, )t
k=0
-1
gnz.[:k”x‘f xk‘dt
k=0 "k
n-1 x
<) k(g dt
2[5
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Xes1 2
En tragant la droite y =t -x, sur [xkXk], on constate que I (+-x, )dt = (bZ—C:)
n
X
. * b (b-a)? (b—q)? . . b
Ainsi, vnelN', || f(t)dt-R |<i xn =L ce qui montre que lim R = f(t)dt.
UG (t)dt-R, e o q que lim R, [ £

r(b-a)?

(resp R'y) est majorée par = O(l).
n

® Preuve du théoréme 23.5 : Théoréme fondamental de I'analyse

Une version animée de la preuve : https://www.youtube.com/watch?v=_bTbQFLOZ4Q
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