PCsI2

Exercices - Chapitre 24 : Séries numériques
Tous les exos sont corrigés

24.1 Montrer que les séries suivantes convergent et calculer leur somme :
3n+2

1 (n+1)?
Ly 3 )
e Z“n(n+1)(n+2) > Zn(n(n+2)} ¢ %5%_1

n>1 n>1

24.2 Donner la nature des séries suivantes en appliquant directement le cours et préciser la
somme quand c'est possible.
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24 .3 Etudier la nature de la série de terme général un dans les cas suivants
(-1)" 1 1Y) n®+3n+2
. U= ————— b.un=|=+= C.un= Inf ————
n2+(-1) 3 n n°+3n+1
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g.Up= In(1+g)—1 h. up = 1+i -1 i.unzn—sin1
n n n3 n

24.4 Soit ) a, et ) b deux séries & fermes strictement positifs telles que

D a, CVet > b, DV.Donner, si possible, la nature des séries suivantes :

a. Z:(q1 +n) b. z:nan c. Z:(bn +n) d. ann
b

e. Z(an +%j f. z% g. Z(q1 +b, ) h. Z?"

24.5 Donner la nature de la série de terme général un vérifiant upoeR et YnelN, un.1 = cos(un).

.. . . (n+)rn T
24.6 Donner la nature de la série de terme général uj, = J € costdt

nn \/;
24.7 Soit x un réel.
a. Donner la nature de la série de terme général, un = nx"! en fonction des valeurs de x.

b. En déduire ZL
n=1 2n

n

24.8 La constante d'Euler : On pose Vn2 1, u, = Z%—ln(n) .
k=1

a. A l'aide d'un développement limité d'ordre 2, donner un équivalent de un.1 = un.
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PCSI2
b. En déduire que (un) converge. Sa limite est la constante d'Euler notée v.

n
c. Donner un équivalent simple de Sy = Z% .
k=1

24.9 Série alternée
On s'intéresse d la série de Gregory : zﬂ
~on+1’

a. Justifier la convergence de la série de Gregory

n _ k n 1
b. On note Sy la somme partielle S = Z (-1) , montrer que VYnelN, S = ZJ (~+?)<dt .
ry 2k +1 &ado

1 1.2n+2

dt

. T
. 2 vnelN = 4 (1) .
c. En déduire que ¥neNN, S, ) +(-1) o171

;0 -1)" -
d. Montrer que la série E % converge et préciser sa somme.
n+
n>0

24.10 A l'oral des concours
On considére la suite réelle définie par ao > 0 et VnelN, @, =1-e™*.

1. Montrer que a, —» 0

2. En utilisant u développement asymptotique, donner la nature de la série de terme général ax’.

3. Etudier la série de terme général In[MJ , en déduire la nature de Zan
a4, n=0
24.11 Un autre
(-1
Pour tout n>1, on pose an = —~-.
Jn
1. Quelle est la nature de la série > q, ?
nx1
2. Quelle est la nature de la série >'In(1+aq,) ?
n>1
C'est bientét fini...
MACHINE A MOTIVER

Pour se remonter Je moral, Zeno va a la fonérre (A), releve
Je store (B), ce qua permet au solai de fiaire fondre nw bioc
de glace (C). L'eaw goutre dans Ia pode (D) et a travers
e tuyau (E) tombe dans le sean (F). Sous le pords du
seax, la corde (G) se rend, gradant le martean (H) sur les
asearx (1), ce qui conpe le fil (J) aidant le pords (K) a
 tomber dans les filers (L). La posgnee du filer pivore contre

~ la bowde (M), ce gz fait tomber le cactus (N), g perce le
ballon rempli d'ean (O). L'ean douche Je char (P) gm
bondit en avanr, tirant sur Je fil (Q) artaché an leser
(R), ce g améne la chaussure (S) a se balancer er d
motiver brusquement Zeno.
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TD: Un calcul de £(2) avec les intégrales de Wallis

+00
Le but de cet exercice est de prouver que Z

n=1

1
n?

1. Démontrer que V+t€[0, g], t< gsin(f)

2 _on
Zcos (‘r)d'r

On pose ¥neN, I, = I Intégrales de Wallis v

2n+1 I,

2n+2

n

On rappelle que pour tout neN, Izn.2 I, etIon-Ione=

n
2. On pose VneN, Jn = j' 2t2cos" (t)dt.
0

2

I

a. Démontrer que Jzn¢ ——2" .
4 2(n+1)
. . . * I2n
b. Via deux IPP successives, démontrer que VnelN', J2, = —
n
. J J
c. En déduire que VnelN", 12 - an2 _"2n
2n I2n—2 I2n
n J’ 2
3.a. Justifier que VneN, Z 12 o m 1
~2k? 1,| 42(n+1)

b. Justifier que Ziz converge et donner sa somme.
n

2(n+1)°

+(2n-1)J,,,-J,,)

JASON, WILL YoU

TASoN! TAKE OUT THOSE
— = ,ﬁ — EARPLUGS?!
HMEP

o e A
-

THE BELL RANG.
T'S SUMMER VACATION.
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