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Chapitre 5: Calcul de sommes et de produits-résumé

1. Calcul de sommes
1.1 le symbole >’

Déf: Soit (ak)k<e une famille de nombres complexes indexée par un ensemble fini E

On note ) a, la somme de tous les éléments de la famille.
keE

Remargque : l'indice k est muet, ainsi, kZéak = Z:;ai = ZE:aj =
€l 1€l JE

Convention: SiE= Jalors Y a =0
keE

n
* SiE =[0, n] ol neN, ZGk = @o+ Q1 +...+Gn
k=0
n
* SiE =[1,n] ol nelN", Zak z Qi+ az+..*Qn
k=1

n n
* SiE=[p,njodnetpeZ,p<n, > a =a+ap+.+anetsip>n, > a =0 par convention
k=p k=p

Propriétés immédiates: Soit h, peZ avecp<n,

—

o

n+1

n n P n n n
© D4 = DG *+Gum 2.0 =26+ >, a , 1<p<n 2.0y =2.0, — 2.0,
k=p k=p k=1 k=1

k=1 k=p+1 k=p k=1
n n n n n
. Zak + Zbk = Z:(ak +b,) et ka =kZak linéarité de la somme
k=p k=p k=p k=p k=p
1.2 Sommes & connaitre:
® Somme de termes constants:
n n
VaeC, ‘v’neIN,Za = (n+1)d et VaeC, Vn, peZ,p<n, Za =(n-p+1)d
k=0 k=p

@ Somme des entiers, des carrés des entiers, des cubes des entiers :

n

YhelN", Zk “1+2+ +n= n(n+1) ,
k=1 2

VneN’ Zn:ka 124224 4n2 = n(n+1)(2n +1) .
k=1 6
n ( 1) 2

VnelN', k¥ =13+ 23+ + 0= (n n+ J .
k=1 2

® Sommes géométrique s:

K 1_qn+1_q“+1_15i # 1
quc,kzoq =1+q+q®+.+q" = 1-q q-1 9 v
- n+lsiq=1

k=0 k=0
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1.3 Techniques de calcul

® Changement d'indice : Soit n, peZ,n<p

n n-p
a. Translation: Soit S =" a, ,onposej=k-p,onak=j+pets-= >,

k=p j=0
n-p
Comme l'indice est muet, on peut écrire s = Z Qe (k < k +p).
k=0
n n—p n-p b y 1- qn—P+1 I
Application: D¢ =3 q¢P =S¢ =1 T1q 97" sig#l, (n-p+1)sinon.
kp k=0 k=0 n-p+lsiq=1

n 1
On en déduit : Soit u une suite géométrique de raison q=#1,|> u, = u, I

n n
b. Symétrie: Soit S = >"a, , ,le changement d'indice j = n - k donne 5 = »° a; ef comme
k=0 j=0

n
I'indice est muet on peut écrire que: S = Z a, (k < n-k).
k=0

o N KO e (e
Application : Soit u une suite arithmétique de raisons r,| >y, = >
k=p

2n kz
= A savoir faire: Calcul de Zcos(—j.
k=0 an

® Sommation par paquets :
Dans certains calculs, regrouper les termes par paquets permet de faire des simplifications. On
peut, en particulier, regrouper les termes d'indices pairs et d'indices impairs :

n n n

DT DGt D QT DL Gt DL G T D Gyt D g
m m<ks<n m<k<n m<2k<n m<2k+l<n
impair k pair kimpair

® Somme télescopique :
Une somme télescopique est une somme pouvant s'écrire sous la forme:

5 :ki(“ku _C‘k) ous, :kzn:(ak _°k+1)'

=p =p
Dans ce cas on a les simplifications respectives :

S; =0, - a, S, = a, — Gy
noooq
= A savoir. faire: Calcul de ) ————
ko1 k(k +1)
Egalité de Bernoulli :
n-1 n-1
Va, beC, VnelN", a"- b"= (a-b)> a1 *bk =...=(a-b)> a*b" ™ v
k=0 k=0
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Va, beC,a®-b3=(a-b)a® +ab+b?)

n-1
VnelN", ¥xeC, x"- 1= (x—l)z x
k=0

2p+1 2p+1 2p+1 2 2p-k K
VpeN, VxeC, x?1 + 1= x21 - (-2 = (x+1) (1) x
k=0
2. Produits

2.1 le symbole []

Déf: Soit (ak)k<e une famille de hombres complexes indexée par un ensemble fini E.

On note [ a, le produit de tous les éléments de la famille.
keE

Remarque : l'indice k est muet, ainsi, [Ja, =] ]a = Haj =
keE icE JjeE

Convention: SiE= @alors [Ja, =1
keE

n
* SiE =0, n] ol neN, H G, =aoX a1x..xan
k=0
n
* SiE= [1,nfotneN, []Ja, =aixazx.xan
k=1

n
* SiE=[p,nloinetpeZ, psn, [[a =apxapix.xanetsip>n, []a, =1par convention

k=p keE
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Propriétés immédiates: On donne n, p, m entiers, p<m<n et o, des réels.

e JdkeE,ak=0= Hak =0
keE
n+1 n

* [Tac =am]]a,
k=p k

=p

n

—=

m
a =[]a ay
k=p k=m+1

x
I
o

—1-

n n n n n n
o [Tax -TTbx = ITaxby (ITax »=T1(a)* []q, ZlnprHGk
k=p k=p k=p k=p k=p k=p

x
1

P

2.2 Produits a connafire:

n
® Produit de facteurs constants. Soit a un hombre complexe, [[] a = a™}
k=p

@ Factorielle (de) n: Soit nun entier naturel, n > 1, la factorielle de n est I'entier :

n
nl=J]k=1x2x..n v
k=1

n
Par convention, on pose Ol = [k = 1. Ona ‘VneIN, (n+Dl=(n+1) xn!‘
k=0

n n
= A savoir faire : Calcul de [](2k) et J](2k +1)
k=1 k=0

2.3 Techniques de calcul

® Changement d'indice: Méme chose que pour les sommes.
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@ Produit télescopique: Un produit télescopique est un produit de facteurs pouvant s'écrire

sous la forme: P = ﬁak—” ouP = ﬁ L
k=p Gk k=p Qk.1
a a
On a alors apres simplification P = ey po P
C(p an+1

3. Formule du binome et applications

3.1 Les coefficients binomiaux :

Def : Soit nelN et keZ, le coefficient binomial « k parmi n» est I'entier naturel défini par

|
[:J:m si0O<kznet (:]:Osik<00uk>n

Propriétés: Soit neN et keZ,

@(“J["j ticdliers | =] |21 et |" "

= en pClI" Iculier: = =1le = =N v

k) (n-k 0) |n 1) (n-1

@ |"|= n-1 n n-1 relation de Pascal v
k] | k k-1

®Sil<k<n, k{m = n[E_ﬂ formule du capitaine v

ke[O, n], la formule définissant {:) donne

= bien un entier naturel, en raisonnant par
récurrence sur n (numéro de la ligne dans le
7 triangle).

3.2 Formule du bindme de Newton:

n(n n(n
Théoréme 5.1 : Soitaet beC, et nelN, (a+b)"= ZLk]akb“‘k = Z[Ja"‘kbk v
k=0

= Démo par récurrence sur.n A savoir refaire.

2.3 Des applications

® Calcul de sommes :

n n
= A savoir retrouver et justifier : Y M- onet Z(—l)k "“1-0 v
ko\K k=0 k
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@ Transformation d'expressions trigonométriques

* Linéarisation de cosPsin?: On utilise les formules d'Euler puis on développe en utilisant la
formule du bindme, enfin on regroupe les termes pour faire apparditre des cos(ka) et sin(ka)
grdce aux formules d'Euler.

i _ia 3 ia _ ,-ia 3
Exemples : cos’a= (%J = %cos(3a) + %cosa et sina= (—e] = —%sin(3a) + %sina

* Délinéarisation de cos(px) ou de sin(gx) : On utilise la formule de Maivre puis on développe le
membre de gauche en utilisant la formule du bindme puis on identifie les parties réelles et

imaginaires.

4. Sommes doubles
On considére une famille de nombres complexes (a;, j) doublement indexées par des entiers i et |

4.1 Somme sur un rectangle:

On suppose que (i, j) vérifie de maniere indépendante p<i<netq<j<m.

Définition et propriété : Soit E = [p, n|x[q, m], on note Z a; la somme des éléments de la

p<i<n
gq<Js<m
n m m n
famille (ai ;) j)<E- Ona Y a;= ZZ% = zz%
psisn i=p j=q J=qi=p
gqsjs<m
Remargques :
. n m m n
Sip=q=1, 2 6;=22a;=224,

1<ign i=1 j=1 j=1i=l
1<j<m

Sip=q=letm=n ZQJ:ZZG'J:ZZG'J

Si les deux champs d'indices sont indépendants alors on peut inverser I'ordre de sommation sans
modifier les bornes des sommes.

n
2.b;
1<i,j<n i=1 j=1 i=1 =1

4.2 Somme triangulaire

On suppose que les indices i et j ne sont pas indépendants et vérifient des inégalités du type

p<i<j<n ou p<i<j<n  ou p<j<i<n  ouencore p<i<j<n
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Définition et propriété :

® Soit E={(i,j),p<i<j<n}onnote a; la somme des ¢léments de la famille (ai)q,j)<€.

p<i<j<n
n n n Jj
Ona 2 g;=2.20;=224,
PSISJSH |=p J=| J=P I=P

@ Soit E={(i,j),p<i<j<n} onnote > a; la somme des ¢léments de la famille (ai ) j)<e.

p<i<j<n
n-1 n n j-1
Ona > g;=2 2 q;=2 2q,
p<i<j<n i=p j=i+1 j=p+li=p

Les autres cas s'en déduisent

de sommation, il faut modifier les bornes pour respecter les contraintes sur les indices.

by Bill Amend
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