PCsI2

Fiche-Equations différentielles linéaires.
Dans ce qui suit, I désigne un intervalle non trivial et K désigne R ou C.

® EDL du 1°" ordre

* Il s'agit de résoudre : ‘(E): y' +a(t)y = b(‘r)‘ forme normalisée

dans laquelle a et b désignent des fonctions continues de I dans K.

On associe a (E) une équation dite homogéne (ou sans second membre): ‘(H): y' +a(t)y = O‘

% Structure de I'ensemble des solutions: Les solutions de (E) s'obtiennent en faisant la somme
des solutions de |'équation homogéne associée (H) et d'une solution particuliére de (E).

* Théoréeme de résolution de I'équation homogene: Soit a une fonction continue sur I'intervalle
I a valeurs dans K.

I>R
Les solutions de (H): y' + a(t)y = O sont les fonctions { —A(t) |
t > Jde

ol A est une primitive de a sur I et A une constante quelconque de K.

y' =ay + b < VteR, y(t) = 1e® - E reK
a

* Résolution de |'équation avec second membre
« Etape 1: On résout |'équation homogene en appliquant le théoreme précédent.

o Etape 2: On cherche une solution particuliere de (E)

particuliere de la forme f(t) = Q(t)e™ ot Q est un polynéme.

Si b(t) est un polyndme on cherchera directement un polyndme.

ramene au cas précédent et on prend la partie réelle ou imaginaire de la solution trouvée.
Si b(t) = Lcos(w) ou b(t) = Asin(wt), on pourra plutét cherche une solution

particuliere de la forme f(t) = acos(wt) + Bsin(ot)

On cherche une solution particuliére de la forme f:t— o(t)e 4™
En injectant dans |'équation on obtient ¢'(1) = b(+)e*™, ce qui hous raméne & une recherche

+
de primitive: o(t) = I b(x)e”)dx od to est arbitrairement choisi dans I.

t

0

Attention méthode générale mais pouvant mener da un calcul de primitives difficile.

o Etape 3: Les solutions de (E) s'obtiennent en faisant la somme des solutions de (H) et de la
solution particuliéere que I'on a trouvée.

* Probleme de Cauchy du 1°" ordre : Sion rajoute une condition initiale y(to) = yo alors la
solution est unique.
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PCSI2
@ Equation différentielle linaire du second ordre a coefficients constants

* Il s'agit de résoudre : ‘(E): ay'' +by' +cy= u(‘r)‘

dans laquelle a, b et ¢ sont des complexes, a = 0 et u est une fonction continue sur I.

On associe a (E) une équation dite homogéne (ou sans second membre): \(H): ay'' +by' +cy=0

% Structure de l'ensemble des solutions: Les solutions de (E) s'obtiennent en faisant la somme
des solutions de |I'équation homogene associée (H) et d'une solution particuliére.

* Théoréme de résolution de I'équation homogéne :
Soit (H): ay'' + by' + cy = 0, on appelle équation caractéristique de (E) I'équation du second
degré ((EC) ar? + br + c = O et on note A = b? - 4ac son discriminant.

e Solutions a valeurs complexes dans le cas général: Ona AeC, deux cas sont a considérer:

1¢" cas : A = 0 alors (EC) admet une racine double ro et les solutions de (H) sur IR sont les

fonctions t = (At + u)e™", (n, weC2.

2% cas : A = 0 alors (EC) admet deux racines complexes distinctes ri et r2 et les solutions de (H)
, t t

sur R sont les fonctions t > Ae" ' + ue™', (A, n)eC?.

e Solutions & valeurs réelles dans le cas ol les coefficients sont réels :

On a A<R, frois cas sont & considérer:

1°" cas : A > O alors |'équation caractéristique admet deux racines réelles ri et rz et les solutions

de (H) sur R sont les fonctions t — e + ue™", (1, weR?2.

2%me cas : A = 0 alors (EC) admet une racine double ro et les solutions de (H) sur IR sont les

fonctions t > (At + u)e™", (1, weR?.

3¢ cas : A < 0 alors (EC) admet deux solutions complexes conjuguées o + if et a -iff et les
solutions de (H) sur R sont les fonctions t — e“' (1 cos(Bt) + usin(Bt)), (h, p)eR?.

* Résolution de I'équation avec second membre
e Etape 1: On résout |'équation homogene en appliquant le théoréeme précédent.

e Etape 2: On sait chercher une solution particuliére f dans les cas suivants

f(1) = Q(t)e™ avec

Q polyndme.

précédent ou bien si u(t) = .cos(wt) ou u(t) = Asin(at), on cherche une solution particuliére
de la forme f(1) = acos(wt) + Bsin(ot)

e Etape 3: On conclut: \S(E) ={f+h,heSn) }\

* Probléme de Cauchy du 2™ ordre : Si on rajoute deux conditions initiales, par exemple :
y(to) = yo et y'(to) = y1, alors la solution est unique.
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