PCsI2

Chapitre 13: Matrices et systémes linéaires- poly de cours 1

Dans tout le chapitre K désigne R ou C, n et p deux entiers naturels non nuls.

1. L'ensemble M, p(K):

1.1 Définition et vocabulaire

Déf: On appelle matrice a n lignes et p colonnes, a coefficients dans K, toute famille de K

indexée par Q = [1, n]x[1, p]. On note A = (ai;)i <o et on représente A sous forme de tableau.

colonne j
o, — b - oa,
: a « | ligne i
G, 1 Gp

Proposition 13.1: Deux matrices sont égales ssi elles ont méme taille et mémes coefficients.

* La matrice nulle est la matrice dont tous les coefficients sont nuls, on la hote Onp.
* Sin=1alors A est une matrice ligne et si p = 1 alors A est une matrice colonne

* Sin=palors A est une matrice carrée d'ordre n. Leur ensemble est noté Mn(K).
a
* On note Li(A) = (ai1,...,aip) la iéme ligne de A et Cj(A)=| : | la jeme colonne de A.

G j
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1.2 Combinaisons linéaires de matrices

Def: Soit A = (aij)ij<c et B = (bij) (<o, deux matrices de Mnp(K) et AeK.

e On définit une loi interne d'addition en posant A + B = (ai; + bi;) (e
e On définit une loi de produit externe en posant LA = (Aaij) ¢ j)<

Proposition 13.2: Soit A, Be Mnp(K) et 1,uek, on a les regles de calcul suivantes :

® Propriétés de I'addition @ Propriétés de la multiplication par un

e (A+B)+C=A+(B+C() scalaire

¢A+0np=0np+ A eMA+B)=AA+2ABet(A+pu)A =LA+ puB
e A+ (-A) = (-A) + A = Onp Ol -A = (-aij) (ijeo o A(nA) = (AA

eA+B=B+A e1,LAZA
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sii=jet Osinon
Def: On appelle matrice élémentaire et on note Eij la matrice (5xx31,)k e de Mnp(K).

Cest a dire la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui situé a la ligne i et a la
colonne j

colonne j
\
O ««+ - - 0
E,=|t 1 - 0 i |«lignei
00 --00O0

Proposition 13.3 : Soit Ae Mnp(K), A s'écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des

n

matrices (Eij)ijeco: A= iiq’jﬁ‘j = izai,JEi,j
=

i1 =1 i=1

...................................................................

1.3 Produit de deux matrices

Def : Soit n, p, meN" et A = (ajj)e Mnp(K) et B = (bij)e Mpm(K).
On définit la matrice ABe Mun(K) par AB = (cij) avec

P
Pour tout (i, j)e[L:n]x[Lm], |ci ;= Zaikbkj =a;b; +a,b,, +..+a,b,
k=1

ip P

b, b. - b

(5 R I 1m

by - by = by,
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= Exercice : On considére les matrices :

11 1 2 5 -1
11 1 -1 2
A=[1 J,B:[l J,c:(lj'1 ; O],D: 00 O|,E=|3 1[,X=|3|etlL=(1,0,-2)
- B 2 3 -1 2 8 2

Recenser et calculer tous les produits possibles de deux matrices.
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* Attention : Le produit matriciel a des propriétés différentes du produit de deux réels :

e Le produit AB n'est pas toujours défini : il existe a condition que le nombre de colonnes de A
soit égal au hombre de lignes de B. Méme si BA est aussi défini, on n'a pas AB = BA

e Ce n'est pas une loi interne excepté dans le cas particulier des matrices carrées.

¢ Il existe A et B non nulles telles que AB = 0 on dit que le produit matriciel n'est pas une loi
integre. En conséquence, si AB = AC on ne peut pas en déduire que B = C.

e Vie[l, n], Vje[1, m], cij = Li(A).C;(B)
e Vie(1, n], Li(AB) = Li(A).B
e Vje[l1, m], C;(AB) = A.Ci(B)

Proposition 13.4: Soit VAeMnp(K) et Xe M, 1(K) une matrice colonne.

Le produit AX est une combinaison linéaire des colonnes de A.

=_Preuve :

Proposition 13.5 Multiplication a droite et a gauche par Ei ;.

o VAe My p(K), VEije Mp(K) , A.Eij est la matrice dont toutes les colonnes sont nulles sauf la
jeme colonne qui contient la ieme colonne de A.

o VAe My, (K), VEije Mn(K), Eij.A est la matrice dont toutes les lignes sont nulles sauf la ieme

ligne qui contient la jeme ligne de A.
e Lorsque le produit est bien défini, EijxEx, = 8;kEi,

= Preuve :
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Proposition 13.6: Propriétés du produit matriciel.
O VAeMnp(K), VBeM,4(K), VCeMgn(K), A(BC)=(AB)C

@ VAe Mnp(K), VB,Ce Mpm(K), AB+C)= AB+ AC
® VA BeMnp(K), VCe Mpm(K), (A+B)C=AC+BC
@ VieK, VAe Mup(K), VBeMpn(K), MAB) = (AA)B = A(AB)
10 -0
R 01 : . s
© VAeMnp(K), InA = AL, =AouIn= | . 0 = (8ij)1<ij<n est la matrice identité.
O - 0 1

= Preuves de ® et ® :
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1.4 OEL et OEC

Def : Soit A une matrice de Myp(K),

® On appelle opérations élémentaires sur les lignes (OEL) de A, les opérations suivantes
e La permutation notée Li«>L; est I'échange des lignes i et j.

e La dilation notée Li« ALi est la multiplication de la ligne L; par le scalaire A hon nul.

e La transvection notée Li« Li+ALj est I'ajout a la ligne L; d'un multiple de la lighe L;

® On appelle opérations élémentaires sur les colonnes (OEC) de A, les opérations suivantes

* La permutation notée Ci«>C; est I'échange des colonnes i et j.

e La dilatation notée Ci« ACi est la multiplication de la colonne C;i par le scalaire A non nul.

e La transvection notée Ci« Ci+ACj est I'ajout a la colonne Ci d'une dilatation de la colonne C;

1 3 2 2
. . -2 0 0 -2 _
= Exercice: Soit M = 010 11 Montrer qu'en appliquant des OEL et des OEC sur M, on
-1 1 -3 3
1 00O
peut obtenir la matrice A= 0100
0010
0 00O
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Def : Soit A un scalaire non nul, on définit les matrices carrées suivantes :
e Les matrices de permutation : P;j obtenue en appliquant Li<>L; a I,.
Pij=In- Eii- Ejj+ Eij+ Eji
¢ les matrices de dilatations : Di obtenue en appliquant Li<— AL; a In.
Dir = In+ (A-1)Ei;
e Les matrices de transvections Tij. obtenue en appliquant Li < Li + AL; a Iy.
Tij. = In+ AEj;

Pour obtenir les matrices correspondant a une OEC, on applique cette OEC a I,

Proposition 13.7 : Soit A une matrice de Mpnp(K)
O L'opération Li <> L; correspond a multiplier a gauche par la matrice P;;de My(K).
L'opération Li < ALi correspond a multiplier a gauche par la matrice D de Mn(K).

L'opération Li < Li + ALj correspond a multiplier a gauche par la matrice T, de Mn(K).

@ L'opération Ci <> Cj correspond a multiplier a droite par la matrice Pij de My(K)
L'opération Ci < ACi correspond a multiplier a droite par la matrice Dy de Mp(K)

L'opération Ci <« Ci+ AC; correspond a multiplier a droite par la matrice T, de My(K)
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1.5 Transposition

Def: Soit Ae M, p(K) avec A = (aij).

La transposée de A est la matrice de M, n(K) définie par AT = (g;;)

Proposition 13.8 Propriétés de la transposition
@ La transposition est linéaire c'est a dire, VA Be Mnp(K), Va,BeK, (A + B.B) = a. AT + B.BT

@ VA GMn,p(K), (AT)T = A
® VA Mug(K), VBe Mpn(K), (AB)T = BT AT

= Preuves :
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