PCsI2

Chapitre 12- Limites et continuité d'une fonction numérique-résumé.

Dans tout ce chapitre T désigne un intervalle de R contenant au moins deux réels.
&(I, R) désigne les fonctions définies sur I a valeurs réelles.
a désighe un réel de I ou une borne de I, éventuellement +o ou -, et ¢ est un élément de RU{+x, -oo}.

0. Notion de voisinage

Def : Soit fe&(T, R) et a un réel de I ou une borne de I et 9 une propriété portant sur f.

e On dit que 2 est vraie au voisinage de a lorsque il existe un réel h > O tel que 9 est vraie sur
Ja-h,a+h[n1I.

e On dit que 2 est vraie au voisinage de +x lorsque il existe un réel A tel que 9 est vraie sur
JA, +o[ N L.

» On dit que ¢ est vraie au voisinage de -» lorsque il existe un réel A tel que 9 est vraie sur
J-o, Al L.

¢ On dit que M = f(a) est un maximum (resp. minimum) local de f si f(a) est le maximum (resp. minimum)
de f au voisinage de a c'est-d-dire 3h > 0, Vxela - h, a + h[ NI, f(x) < f(a)
o f est positive au voisinage de 1 signifie : 3h >0, Vxe]l - h, 1+ h[ NI, f(x) 20

1. Limites d'une fonction nhumérique, continuité en un point.

1.1 Définitions et propriétés immédiates:

Déf: Soit fes(I, R), avec acI ou bien a est borne de I et £ un réel.
@ Cas ol @ = +w.

¢ On dit que f tend vers ¢ quand x tend vers +w si

Ve > 0, 3xoeR, Vxel, x > xo = |[f(x)-¢| <e ™

ou encore Ve >0, 3 xoelR, VxeI, xe[xo, +of = f(X)e [{ - ¢; £ + &]

¢ On dit que f tend vers +x quand x tend vers +x si

VAeR, 3x0eR, Vxel, x> xo= f(x)> A ™)
ou encore VAcR, 3xoelR, VxeI, xe[Xo, +o[ = f(x)e[A, +o[

¢ On dit que f tend vers -« quand x tend vers +w si

VAeR, 3x0eR, VxeIl, x> xo = f(x) < A

ou encore VAeR, 3xoelR, VxeI, xe[xo, +oo[ = f(x)e]-o, A]

@ Cas ol a = -

¢ On dit que f tend vers ¢ quand x tend vers -« si
Ve >0, 3xoeR, VxeI, x < xo = |[f(x) - ¢| <¢

ouencore Ve>O0,3IxoeR, Vxel, xe]-wo, xo] = f(X)e [( - & { + €]
e On dit que f tend vers +x quand x tend vers - si

VAeR, IxoelR, VxeI, x < xo = f(x) > A @)

ou encore VAR, 3xoelR, VxeI, xe]-o, Xo] = f(x)e[A, +o[

¢ On dit que f tend vers -« lorsque x tend vers -

VAeR, IxoelR, VxeI, x<xo = f(x)< A

ou encore VAcR, IxoeR, VxeI, xe]-o, Xo] = f(x)e]-o, A]
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® Cas ol acR

¢ On dit que f tend vers ¢ quand x tend vers a si

ve>0,3h>0, Vxel, |[x-a| <h= [f(x)- /| <e *)
ouencore Ve>0,3h>0,Vvxel, xe[la-h,a+h]= f(x)e [(-¢, {+¢]
¢ On dit que f tend vers +o quand x tend vers a si
VAeR,3h>0,vxel, |[x-al|<h=f(xX)>A *)

ouencore VAeR,3h>0, vxeI, xe[a-h,a+h]= f(x)e[A, +x[

¢ On dit que f tend vers -« quand x tend vers a si
VAeR,3h>0,vxel, |[x-al|<h=f(x)<A

ou encore VAR, 3h > 0, vxeI, xe[a- h,a+ h] = f(x)e]-x, A]

Proposition 12.1 : Si f admet une limite en a selon |'une des définitions précédentes alors cette limite
est unique et on note limf(x) =( ou f(x) — ¢ ouencore limf = ¢

X—>a X—>a

* Lorsque lim f(x) =( e R, ladroitey = ¢ est asymptote horizontale a la courbe représentative de f.

X—>+o0

* Lorsque limf(x) = +o avec a réel, la droite x = a est asymptote verticale a la courbe représentative

de f.
* Lorsque lim f(x) = o, la courbe représentative de f posséde une branche infinie dont il faut

X—>to0

étudier la nature (revoir le chapitre 3).

Proposition 12.2 : Soit fe&(I, R), a un réel de I ou une borne de I, ¢ un réel évent. +o.
@ Si (eR, limf(x) = ¢ < lim(f(x)-()=0

@ SiaeR, limf(x)=(¢ < limf(a+h) =¢
h—-0

X—>a

® Si limf(x) = ¢ avec ¢ réel, alors f est bornée au voisinage de a.
f(x) = ||

@ Si limf(x) =(eR alors lim
® Si limf(x)="( avec ¢ >0ou ¢ =+, alors f est strictement positive au voisinage de a

X—>a
X—>a

1.2 Caractérisation séquentielle de la limite

Théoréme 12.1 : Soit fe&(I, R), aun réel de I ou une borne de I et ¢ un réel évent. *w.
limf(x)=(¢ < (VueIN, limun=a= lim f(u)=¢)

X—a

* Sif a pour limite ¢ en a alors, pour toute suite (u,) a valeurs dans I, limuy=a = lim f(us) = ¢

Par exemple, si u, — - « alors exp(u,) > O
* Pour montrer qu'une fonction f définie sur I n'a pas de limite en g, il suffit de:
trouver deux suites u et v d valeurs dans I telles que limun = limv, = a et limf(un) = limf(vn).
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1.3 Limite a droite et limite a gauche

Def: Soit fe§(I, R), aun réel de I ouune borne de I, ¢ un réel évent. *oo.
@ f a pour limite ¢ d droite de a lorsque la restriction de f a InJa,+oo[ admet pour limite ¢ ena
Pour (<R: Ve > 0,30 >0, Vxel, xela; a+a]l = f(x)ell - & £+ ¢]

@ f a pour limite ¢ d gauche de a lorsque la restriction de f a InJ-;a[ admet pour limite ¢ en a.

Pour ZeR: Ve>0,3a >0, vxeI, xe[a - a;a = f(X)e [£ - el + €]
Notations: lim f(x) =limf(x)=Ilimf =¢ et lim f(x)=Ilimf(x) =limf =¢

la notion de limite d droite de a et on peut noter limf(x) ou lieude lim f(x).

X—a X‘)ﬂ*—

Proposition 12.3: Soit fe&(T, R), a un réel de I mais pas une borne de I, ¢ un réel évent. +o.
Si f a pour limite ¢ en a alors f admet ¢ comme limite a droite et a gauche de a
ou encore: limf(x)=¢= lim f(x) = lim f(x)="¢.

x—>a X—a + X—a

¥ Aftention: La réciproque est fausse. Faire un dessin

Def : Soit f est définie sur I\{a}, si lim f(x) = lim f(x) = ¢ alors on dit que f admet ¢ comme limite

X—a X—a

enaet on note limf(x)=".

X—>a

1.4 Continuité en a réel

Théoréme 12.2 et définition : Soit f définie sur I et a un réel de I.
Si f admet une limite ¢ en a alors ¢ = f(a) et dans ce cas on dit que f est continue en a.

* f est continueena < limf(x) =f(a)

* f est continueena < Ve >0,3h>0, Vxel, |[x-a|l <h= |f(x) - f(a)| <e
* f est continue ena < ( VueIN, lim un = a = lim f(un) = f(a) ).

Def : Soit f définie sur I et a un réel de I
@ Sia = sup(I), on dit que f est continue d droite de a lorsque lim f(x) = f(a)

@ Sia # inf(I), on dit que f est continue d gauche de a lorsque lim f(x) = f(a)

a.

1.5 Prolongement par continuité en a.

Def : Soit f définie sur I\{a}. Si f admet une limite ¢ en a, alors on peut prolonger f par continuité sur
f(x)six=a

) . La fonction f est continue en a.
£ sinon

I en posant f:xw{

* f définie sur I\{a} admet une limite finie en a ssi f est prolongeable par continuité en a.
* Siun tel prolongement existe, il est unique
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2. Outil de calcul des limites d'une fonction

2.1 Opérations sur les limites

Proposition 12.4: Soit f et ge&(I, R) a un réel de I ou une borne de I.
Si g est bornée au voisinage de a et si limf(x) = Oalors lim(fg)(x) =0

X—a

Proposition 12.5 Soit f et g des fonctions définies sur I, a un réel de I ou une borne de I, /et ¢' eR.

® Somme
limf l ¢ 14 +00 -0 +o0
a
limg A +o0 -0 +o0 . oo
a
lim(f+g)| ¢+ +o0 -0 oo - FI
a
@ Produit
limf ‘ >0 >0 <0 (<0 0 +o0 +00 -0
a
limg A +00 -0 +00 — +o0 +00 o %
a
lim(fxg) o +00 -0 -0 +00 FI +00 —0 +00
a
® Quotient
limf 14 14 >0 >0 <0 (<0 0
a
limg (20 | i 0 o 0’ o 0
a
lim(f/qg) | ¢ 0 +00 -0 -0 +00 FI
a
limf +oo +00 -0 -0 +o0
a
limg ¢'>00u 0* 0'<0ou 0" ¢'>00u 0* 0'<0ou 0 Foo
a
lim(f/g) +oo -o0 -0 +00 FI
a

Proposition 12.6: Soit fe&(T, R) et ged(J, R) avec f(I) = J.
Si limf(x)=b et limg(x) = alors lim(g - f)(x) = ¢

X—a

2.2 Limites et ordre:

Proposition 12.7: Soit f et ged(I, R) admettant toutes les deux une limite finie en acI ou borne de I.
Si f < g (a) au voisinage de a alors limf(x) < limg(x)

I'existence des deux limites. Une inégalité stricte (f < g) devient large par passage d la limite.
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Théoréeme des gendarmes pour les fonctions: Soit f, g et hed(I, R), acI ou borne de I et (eR.
Sig<f <hauvoisinage de a et si limh(x) =limg(x) = ¢ alors limf(x) = ¢

X—a

Corollaire: Soit f et g €5(I, R), acI ou borne de I et (eR.
Si |f(x) - £| < g(x) au voisinage de a et si limg(x) =0 alors limf(x) = ¢

X—a

Théoréme de comparaison pour les fonctions: Soit f et g €5(I, R), a €I ou borne de I.
® Si f < g auvoisinage de a et limf(x) =+ alors limg(x) = +wx

X—a X—>a

@ Si f < g auvoisinage de a et limg(x) = — alors limf(x) = —o

2.3 Limites des fonctions monotones sur un intervalle.

Théoréme de la limite monotone pour les fonctions: Soit f une fonction définie et croissante sur un
intervalle ouvert I = Ja, b[ avec a, beRU{+x} et £ un réel.

O Si f est majorée, alors f admet une limite finieenb : limf = supf
b I
Sinon, limf = +oo
b
@ Si f est minorée, alors f admet une limite finieena: limf =inff
a I

Sinon, limf = —0
a

Corollaire: Si f est une fonction croissante sur I = ]a, b[ a, beRU{*x}, alors f admet en tout point xo de
la, b[ une limite a droite et a gauche en xo vérifiant: lim f(x)<f(x,)< lim f(x)

XX — X=X~ +

0 0

3. Continuité sur un intervalle
3.1 Définition

Def: Soit fe&(I, R). f est continue sur I lorsque f est continue en tout point de I.
ou encore VacI, Ve >0,3h >0, VxeI, |[x -a|l <h= |f(x) - f(a)| <e

encore continue.

3.2 Opérations sur les fonctions continues

Proposition 12.8: Soit f et g continue sur I.

@ Si f et g sont continues sur I alors Vo, BeR, (af + Bg) est continue sur I.

@ Si f et g sont continues sur I alors (fxg) est continue sur I.

® Si f et g sont continues sur I et si VxeI, g(x)#0, alors Va, BeRR, (f/g) est continue sur I.
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* Les fonctions polyndmes sont continues sur R comme combinaison linéaire des fonctions puissances
entieres.
* Les fonctions rationnelles et la fonction tan sont continues comme quotient de fonctions continues
sur tout intervalle ot elles sont définies.

Proposition 12.9: Soit fed(I, R) et ge&(J, R) avec f(I) = J. Si f est continue sur I et g est continue
sur J alors gof est continue sur I.

* ch, sh sont continues sur leur ensemble de définition.
* Si f est continue sur I, alors |f| est contihue sur I.

3.3 Propriétés des fonctions continues sur un intervalle.

a) Le théoréeme des valeurs intermédiaires

Propriété de Cauchy: Soit f une fonction continue sur I. S'il existe a et b dans I tels que f(a)f(b) <0
alors f s'annule au moins une fois sur I cad 3cel, f(c)=0

Théoréme des valeurs intermédiaire: Soit f une fonction continue sur I et a, bel.

Pour tout réel A compris entre f(a) et f(b) il existe ceI tel que f(c) = A ou encore f(x) = A admet au
moins une solution sur I.

f prend donc toutes les valeurs intermédiaires entre f(a) et f(b)

Corollaire: Si f est continue sur un intervalle I alors f(I) est un intervalle.

e Tout polyndme de IR[X] de degré impair s'annule au moins une fois sur R.
e Si f est continue sur I et ne s'annule pas sur I alors f garde un signe constant sur I.
e Si f est continue sur I = [a, b] avec I stable par f alors f admet un point fixe (12.16)

b) Fonction continue sur un segment:

Théoréme des bornes atteintes: Si f est continue sur I = [a, b], alors f est bornée et atteint ses
bornes, ou encore :
minf et maxf existe et il existe c et d dans I tels que minf = f(c) et maxf = f(d)

I I I I

segment.

¢) Bijection continue

Théoréme de la bijection continue: Si f est continue et strictement monotone sur I alors
o J = f(I) est un intervalle.

o f réalise une bijection de I dans J

e f1est continue sur J, strictement monotone sur J, de méme monotonie que f

intervalles ol elles sont définies.
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4. Extension rapide aux fonctions d valeurs complexes

Dans ce paragraphe, fed(I, C), I intervalle de R, acI ou borne de I et ¢eC.
|.| désigne le module.

Déf: Ondit que f a pour limite £ en a lorsque Ve >0, 3h > 0, VxeI, [x-a|l ¢h = |f(x)- (| <&

Proposition 12.10: f admet pour limite ¢ en a ssi Re(f) admet pour limite Re(¢) et Im(f) admet pour
limite Im(¢) en a.

résultats concernant |'ordre.

Def: Soit acI, f est continue en a lorsque f admet une limite en a nécessairement égale a f(a).
On dit que f est continue sur I lorsque f est continue en tout point de I.

| Proposition 12.11: f est continue en a ssi Re(f) et Im(f) sont continues en a.

existent) de deux fonctions continues est continue.

Annexe 1 : On donne, ci-dessous, l'allure de (% courbe représentative d'une fonction f:

| B
“r / A A A A~ A A A
f FATATAVACA A
Al :
VIAVAVAYA 7

ol +1 1/

/

/

1. Quel est I'ensemble de définition de la fonction f ?
2. Déterminer, si elles existent, les limites de f aux bornes de son domaine de définition.
3. Sur quels infervalles, la fonction f est-elle continue ?
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Annexe 2 : Démonstration du théoréme des bornes atteintes - HP

On note R = R U {+o0,-0}

Préliminaire: Soit A une partie non vide et majorée de IR, on pose M = sup(A).

Soit nelN, (M - Ll) ne majore pas A donc JancA, M - <an< M.
n -+

n+1
Il existe donc une suite (an)nen @ valeurs dans A qui converge vers M = sup(A).

Démonstration du théoréme:

On pose J = f([a,b]). D'apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, J est un intervalle de RR.

On pose M la borne supérieure de J dans R et m sa borne inférieure dans R.
On va montrer que M et m sont deux réels de J

¢ Montrons que J est majoré:

Pour tout neN, 'ensemble E, = {x € I, f (x) > n} est non vide et minoré (car E, = I). D'apres le résultat
préliminaire il existe une suite (xnp) d'éléments de En telle que lim Xnp= Xn.

p—>+

De plus, ona: VnelN, Enc I = [a, b]. Onadonc : V(n,p)eN?, xnpe I = [a, b].

Donc, en passant a la limite quand p tend vers + o, ona: VnelN, x, € I = [a, b].

Or par hypothése, la fonction f est continue sur [a, b], donc pour tout n € IN, la fonction f est continue
eh X,. On a donc : pILTw f(xnp) = F(xn).

De plus, ona: ¥(n,p)elN?, xnpcEn. Ainsi, ona: V(n, p)elN?, f(xn p) > n
Donc, en passant a la limite quand p tend vers + o, ona: VnelN, f (x,) > n.
Par comparaison, on obtient: lim f (x,) = + o ()

n—>+o

On remarque que : VnelN , En.1 < En doncona: VnelN, inf En .1 > inf E, .

C'est-a-dire que : VnelN, xn+1> Xn et la suite (Xn)new est croissante.

Or onavu que : VhelN, x,e [a, b]. Donc la suite (xn)nen est croissante et majorée par b donc d'apres le
théoréme de la limite monotone, la suite (Xn)nen est convergente. On note ¢ sa limite.

Ona: VvnelN, xneI = [a, b] donc ¢€[a, b] et ainsi, f est continue en ¢.
Onaalors: lim f (xa) = f({)eR. Ce qui contredit () (OUF)

De méme, on montre que I'ensemble J est minorée et donc que m = inf JeR.

e Montrons que: MeJ:

7’ 4B . . 1 . [} . 1
Le résultat préliminaire assure |'existence d'une suite (on)nen VNelN, M - g <o <M.

1
n+1

Comme J = f(I), YhelN, 3 Bnel, on = f(Bn) et ona VnelN, M - <f (Bn)< M.

1
Ainsi, I'ensemble Fr={ xe I, M - POTh f (x) < M } est non vide et minorée (car Fnc I et I est minoré)

donc F, admet une borne inférieure et pour h € IN, on pose : x, = inf Fn.

Comme dans le point précédent, on montre que : VnelN, x,eFn et (Xn)aen est croissante et convergente
versunréel ¢'c I = [a, b].

1
Comme, VhelN, xne Fn, ona: ¥V nelN, M - m< f(xn) <M

En passant a la limite quand n tend vers + o, on obtient: lim f(xn) = M

n—+ow
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Or la fonction f étant continue en ¢',ona: lim f(x.)=f (¢') € R.
n—+o0

Par unicité de la limite, ona donc : M = f(¢') € J = f(T) CQFD!

Annexe 3 : Démonstration du théoréme de la bijection continue.

e Le théoréme des valeurs intermédiaires assure que f(I) est un intervalle.

e Par construction, la fonction ¥ : I — J = f(I) est surjective.

De plus, comme f est strictement monotone, la fonction f est injective de I dans J.

On a donc que f réalise une bijection de I sur l'intervalle J = f (I ) et on peut définir sa bijection
réciproque £-1 7 — . Dans la suite de la démonstration, on confond f et f .

e Quitte a considérer - f, on peut supposer que f est strictement croissante sur I.

Montrons que : f ! est strictement croissante sur J.

Soit (y,y") € J?telquey <y' (v). Onpose : x = fl(y) et x' = f I(y).

Six > x', comme f est strictement croissante sur I,ona: f (x) > f (x), c'est-a-direy >y', ce qui est
contraire a (v), donc, nécessairement, ona: x < x', c'est-a-dire : f"!(y) < f i(y") et ainsi ™ lest
strictement croissante sur J.

Montrons que : f~! est continue sur J.

Soit b € J = f (I). Montrons que f ! est continue en b c'est-a-dire que ling £ X(y) = £ (b).
Y>>
Soit £ > 0. On pose : a = f"(b). On se place dans le cas ol a n'est pas une borne de I, les autres cas se
traitent de fagon similaire.
On peut alors choisir ¢ assez petit pour avoir Ja-¢,a+c[c I faire un dessin.

On cherche a montrer qu'il existe n > O tel que :
vyeJn,yeb-n,b+n[=|fy) -fib)]<e.

Comme f est croissante sur I, ona:
Y y)-flb)l<eflib)-e<fly)<flib)+eca-e<fly)<a+ecefla-e)<y<fla+ze)(a)

On cherche donc a montrer qu'il existe n > 0 tel que :
vyeJ,yelb-n,b+n[=f(a-¢)<y<f(a+e)

Ona:a-c<aetfeststrictement croissante sur I, doncona: fla—c)<f(a)=b
doti: In1>0,b-n1=f(a—¢).

Ona:a<a+eetfeststrictement croissante sur I, doncona: f(a)= b« f(a+¢)
dotl: In2>0, b+ 12 = f(a + g).

Onpose:n=min(ninz2).Ona:fla-e)=b-m<b-n<b<b+n<b+mnz=f(a+se)
Onadonc: [b-n,b+n]c[fla—¢c), fla+e)]cf (@) (car f (I)est unintervalle de R).
C'est-d-dire que pour tout y de f(I),ona: ye[b-n,b+n]l=ye[f(a-¢), fla+e)]

En utilisant (a), ona donc: 3n > 0, Vyef (I),ye[b-n,b+nl= | fiy)-fi(b) | <e
Onadonc: Iy'ft‘, f}(y) = f }(b) et f lest continue en b. (CEST GAGNE |)

CCl: £ ! est continue sur l'intervalle J).
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