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Chapitre 16 - Polynomes - résumé

Dans ce chapitre, K désighe IR ou C.

1. L'ensemble K[X].

1.1. Définition et écriture formelle des polyndmes & coefficient dans K

Définitions:
e On appelle polyndme a coefficients dans K, toute suite (ak)ken de K, nulle & partir d'un certain

rang.

e Deux polynémes (ak)ken et (bi)ken sont égaux s'ils sont définis par la méme suite de
coefficients :vkelN, ax = by

¢ On appelle polynéme nul le polyndme dont tous les coefficients sont nuls.

¢ On appelle degré d'un polyndme A = (ak)ken ,non nul, le plus grand entier n tel que a, # 0.
On note : deg(A) = n.

* Le coefficient a, correspondant au degré est appelé coefficient dominant du polynéme A.
On note : cdom(A) = an.

e Si le coefficient dominant d'un polyndme est 1, on dit que le polynéme est unitaire.

e Les polynémes de degré O et le polyndme nul sont dits constants.

SiP =0, deg(P) = -.
vnelN,-owo<h,(-o)+nh=n+(-w)=-wet(-w)+(-0)=-oo,

Ecriture formelle : Soit P = (an) un polyndme de K[X], P s'écrit de maniére formelle sous la forme

P= Zak X¥* . SiP =0, en posant deg(P) = n, on a plus précisément P = Zak X* avec a0
k=0

k=0 =

1.2 Addition et multiplication par un scalaire.

Proposition 16.1 et définition : Soit P = ZGka et Q= Zbk X* deux polyndmes de K[X]

k=0 k=0

OP+Q-= Z(ak +b, )X* est un polyndme de K[X].

k=0

@ deg(P +Q) < max(deg(P, Q)) et si deg(P) # deg(Q) alors deg(P +Q) = max(deg(P, Q))

faut calculer a,+ by

Proposition 16.2 et définition : Soit P = (an)nen un polyndme de K[X] et LeK.

® AP = ZMka est un polyndme de K[X]
k=0

@ deg(A\P) = deg(P) si . # 0 et deg(AP) = -0 siA =0
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1.3 Produit de deux polynomes:

Proposition 16.3 et définition: Soit P= > a, X* et Q= Y b, X" deux polynsmes de K[X].

k=0 k=0
+90 k k

PQ = ZCka avec VkelN, ¢, = Z a b, = 20,. b, = ZGHbJ est un polyndme de K[X].
k=0 i+j=k i=0 j=0

Ona:

® deg(PQ) = deg(P) + deg(P)
@ cdom(PQ) = cdom(P)xcdom(Q)
® La regle du produit nul est vraie dans K[X]:PQ=0<P=00uQ=0

Le produit de deux polynémes est une loi intégre.

régles sur les opérations dans K.

1.4 Calculs dans K[X]

Proposition 16.4
O Le produit est une loi interne a K[X], qui est associative, commutative et qui posséde un

élément neutre : le polyndme constant X° = 1.
@ Le produit de deux polynémes est distributif sur 'addition et compatible avec le produit

externe. on pourra donc peut appliquer les formules du bindme et de Bernoulli :
n

n-1
VP, QeK[X], VneN', (P+Q)" = Z[E]P“Q"‘k et P'-Q" =(P-Q)) PrQ
k=0

k=0

= Exercice 16.3

1.5 Fonctions polynomiales

ffr e i k ; i ide & P
Définition: Soit P = gak X* ', la fonction polynomiale associée a P est P : X Zakxk

On note K(x) I'ensemble des fonctions polynomiales a coefficients dans K.

- o K[X]—> K(x) N
Proposition 16.5: L application ¢: p ~ est une bijection.

— P

Sia €K, on note P(a) le réel P (a). On dit qu'on évalue P en a.

En particulier si P = Zak X* alors P(0) = ao.

k=0

sait calculer des puissances et des combinaisons linéaires. Par exemple, une matrice carrée :

soit P = ZQka et Ae M(K),

k=0

n
P(A)= D> a,A* =a,I, +a,A++a, A" est une matrice carrée dordre n.
k=0
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1.6 Composition de deux polynomes:

Définition: Soit P= > a, X* et Q= Db, X' deux polyndmes de K[X].
keN ieN

Le polyndme composé PoQ est le polynéme associé a la fonction polyndmiale P-Q

k
ou encore : PoQ =P(Q) = Zaka = Zak {Zbi X' ]

keN keN ieN

keN

PO = Ya, (X+1)", PX?)= Ya X2, PEX)= Ya, (-1)* X

keN keN keN

‘ Proposition 16.6 : Si P et Q sont deux polynémes non nuls, alors deg(PoQ) = deg(P)deg(Q). ‘

* SiQ=X,PoQ=P(X)= ZQk X* est une autre écriture du polyndme P.
keN
* Pour éviter les ambiguités, on écrira (X+1)P pour le produit et P(X+1) pour la composée.

2. Algébre linéaire dans K[X]

Théoréme 16.1: (K[X], +,.) est un K-espace vectoriel de dimension infinie.

Définition: Soit § = (P, P2, ...Pn) une famille de polynémes de K[X].

On dit que J est une famille échelonnée en degré ou encore a degrés échelonnés lorsque
vke[1, n - 1], deg(Px) < deg(Pk:1) ou encore deg(P1) < deg(P2) < ... < deg(Pn)

Exemple : (1, X2 - X+2,X* X6+ 1)ou(l, X, X2, .., X") sont échelonnées en degré

Théoréme 16.2: Soit § = (P, P2,..., Pn) une famille finie de polynémes non nuls de K[X].

Si § est échelonnée en degré alors § est libre dans K[X].

Définition: Soit nelN, on note Kq[X] |'ensemble des polyndmes de K[X] de degré inférieur ou égal
an.

Exemples:

Ko[X] est |'ensemble des polyndmes constants, on l'identifie a K.

K2[X] est |'ensemble des polyndmes de degré < 2, Kz[X] = {aX? + bX + ¢, a, b, ceK]}.

Proposition 16.7: Kq[X] un SEV de K[X] de dimension (n + 1)
La famille (1, X, X2,..., X") est appelée base canonique de Kn[X].

= Exercice 16.6

N.Champarnaud-LMB-mars 2026




PcsI2
3. Arithmétique dans K[X]
Définition: Soit A et B deux polyndmes de K[X]. On dit que B divise A ou encore que A est un

multiple de B lorsqu'il existe DeK[X] tel que A = BD. On note B|A.

* Si A20 et si B|A alors deg(B) < deg(A).
* VPeK[X], 0= Px0 donc P divise O.

* 0 ne divise que lui-méme.

Théoréme 16.3 et définition: Soit A et B deux polyndmes de K[X], B # 0.
Il existe un unique couple de polynémes (Q, R) de (K[X])? tel que:

A = BQ + R et deg(R) < deg(B)

Q est le quotient et R est le reste dans la division euclidienne de A par B.

Algorithme en annexe

4. Dérivation formelle

4.1 Dérivée premiére

Définition: Soit P = ZGk X* un polyndme de K[X]. On note P' et on appelle polyndme dérivé de P
k=0

le polyndme défini par:

P'=0sideg(P)<0 et P'=) ka, X*! =a, +2a,X+..+na,X"" sideg(P)> 1.

k=1

* La définition appliquée a P = X" donne (X")' = {0 si n=0

nX"! sinon

* Lorsque K = IR, la fonction polynomiale associé a P’ est la fonction dérivée de P.

Proposition 16.8 : Propriétés de la dérivation formelle: VP, QeK[X], VAeK

® deg(P') = {;\oi 15 isPi::: constant 4 ident
@ (P+Q) et (AP) =P il suffit d'écrire les définitions

0 (PQ)' = P'Q+PQ’

Preuve de @ en annexe

4.2 Dérivées successives

Définition: Soit P = ZGk X* un polyndme de K[X] . On définit les polyndmes dérivés successifs
k=0
de P par P@= P et vkelN, P& = (M)’
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v A connditre: Dérivées successives de X"

n!

* Si k<n, (XM® = n(n-1)...(n-k+1)X"* = X"k
(n-k)!

* Sik=n, (X" =nl

* Sik>n, (XM® =0

* 5i deg(P) = n alors Vk < n, deg(P®) = n - k et Wk > n, P® = 0.
* PeK,[X] < PO*D = 0

Propriétés de la dérivation formelle d'ordre k: v P, QeK[X], VAeK et VkeN
@ (P+ Q) = P+ QW et (AP)HW = 1pH par récurrence

k
@ P = Z[kJ piIQ™® Formule de Leibniz pour les polynémes, par récurrence.

i
i=0

= Exercice 16.11 et 16.29

4.3 Formule de Taylor pour les polynomes:

n P (q)
Théoréme 16.4: VnelN, VPeKq[X], VaeK, P = Z o (X -a)X
k=0 :
2 P (a)
ou encore P(X +a) = Z Xk
&K

* La famille (1, (X - @), (X - @)?,..., (X - a)") est une base de Kn[X] appelée base de Taylor.

* La formule de Taylor donne directement une expression du reste dans la division euclidienne

k-1 P (g ‘ (k-1)
dePpar (X-a)R= Z 'I( )(X —a) =P(a)+P'(a)+..+ Pk—l(a)(x —a)k?
= il I
* Pour P = Zka ¥, la formule de Taylor avec a = O donne directement une expression des
k=0
P (0
coefficientsdeP: a, = kl( )

= Exercice 16.9

5. Racines d'un polyndme
5.1 Définition et caractérisation

Définition: Soit PeK[X] et a.€K, on dit que o est une racine de P lorsque P(a) = P (o) = O

* Le polyndme nul a une infinité de racines.
* Un polynéme constant hon nul n'a pas de racines dans K.

Proposition 16.9: Soit PeK[X] et aeK

® a est racinede P < (X-a) | P
@ ou, dz,..., an deux a deux distincts dans K sont racines de P < (X - a)...(X - o) | P
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Corollaire: Soit PeK[X]

® Si deg(P) = n>0, alors P possede au plus n racines.
@ Si PeKy[X] possede au moins (n + 1) racines alors P = 0.

® Si P a une infinité de racines dans K alors P = 0.

w. Exercice 16.35

5.2 Ordre de multiplicité d'une racine

Définition: Soit PeK[X], acK et meN".

On dit que o est racine de P d'ordre de multiplicité (ou d'ordre) m lorsque (X-a)" divise P
et (X-a)™! ne divise pas P. C'est & dire : IQeK[X], P = (X-o)"Q et Q(a) # O

Vocabulaire:

Proposition 16.10: Soit PeK[X] et a4, az, ..., ap deux a deux distincts dans K.

ai, 02, ..., op sont racines de P de multiplicité respectives mi, mz,..., m, si et seulement si

(X —a, )m‘ X ... X (X —o, )m" / P et les ai ne sont pas racines du quotient.

Corollaire: Soit PeK[X]

Si deg(P) = n > 0 alors P possede au plus n racines comptées avec leur ordre de multiplicité c'est a
dire mi+ mz+ ..+ mp <n.

Proposition 16.11: Caractérisation a I'aide des dérivées successives:
Soit PeK[X], deg(P) > 1, acK et melN", o est racine de P d'ordre de multiplicité m si et

seulement si P(a) = P'(a) = ... = P™Y(a) = 0 et P™(a) = 0

de P' d'ordre m-1, de P" d'ordre m-2 efc...

N Attention:

Siona (X - a)¥| P alors o est racine de P d'ordre au moins k.
De méme si P(a) = P'(a) = ...= P&(qr) = 0.

Autrement dit, m est |'ordre de la premiére dérivée ne s'annulant pas en «
= Exercices 16.26 et 16.27

6. Factorisation dans K[X]:

6.1 Polynomes irréductibles:

Définition: Soit PeK[X], deg(P) > 1.
P est irréductible lorsque VA, BeK[X], P = AB = deg(A) = 0 ou deg(B) = 0

ou encore : P est irréductible si les seuls polyndmes qui le divisent sont constants.
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Proposition 16.12: Soit PcK[X], deg(P) > 1.

® P admet un diviseur irréductible.
@ P se décompose en produit de facteurs irréductibles

6.2CasouK==C

Théoréme de d'Alembert-Gauss: Tout polyndme non constant de C[X] admet au moins un racine.

Admis, appelé aussi théoréme fondamental de |'algébre

Corollaire:
O Les polyndmes irréductibles de C[X] sont les polynémes de degré 1
@ Tout polyndme P de C[X] de degré n > 1 peut s'écrire sous la forme:

P= kH(X —-a, )™ ol A, ai,...,0reC et rmy,... mreN"

i=1
® Tout polyndme P de C[X] de degré n > 1 a exactement n racines comptées avec leur ordre de
multiplicité, c'est a dire : mi+ ..+ mr=n

utilise des formules comme le bindme de Newton ou Bernoulli.

i2 kn

n-1
v A connditre: En notant oxk= e " ,[X"-1= H(X -, )|dans C[X].
k=0

6.3 Cas ou K = R:

Proposition 16.13: Soit PeRR[X] avec deg(P) > 1. Si P admet une racine complexe a de multiplicité
m alors o est aussi racine de P de multiplicité m.

Conséquences: Soit PelR[X] avec deg(P) > 1.
* Les racines de P sont réelles ou deux a deux conjuguées.
* Tout polynome de R[X] de degré impair admet au moins une racine réelle.

Proposition 16.14: Les polyndmes irréductibles de R[X] sont les polyndmes de degré 1 et les
polyndmes de degré 2 de discriminant négatif.

n'est irréductible dans R.

Corollaire: Tout polyndme P de R[X] de degré n > 1 peut s'écrire sous la forme:

P=a[(X-a )" [T(X*+B,X+7,)"
i=1

j=1
oluAetai,..os Bt,...pt, 71...., 1+ €R , 8, teN et , my,..., ms ny,..., nieiN",

k=0
1°" cas: n est pair, on pose n = 2p.
p-1 [ p-1
X2P-1 = (X-1)(X+1) H(x o, (X -o,) = (X-1)(X+1) H(xz ~2c0sKTx 4 1)
k=1 k=1 p
2°me cas: n est impair, on pose h = 2p+1,
P — P 2kn
X211 = (X-1 X-o, )JX-0,)=X-1 X?-2cos X+1
( )1;[( OX -0, ) = ( )1;[( 2po1TH
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= Exercices : 16.18 et 16.20

7. Relation entre coefficients et racines :
Définition: Soit P un polyndme de K[X], de degré n>1.

P est scindé sur K si P se décompose en produit de facteurs irréductibles de degré 1, c'est a

dire, P = kH(X —a, ) avec A coefficient dominant de P et a1, 02,..,0n des scalaires pas
k=1

nécessairement distincts.

n
Proposition 16.15: Somme et produit des racines : Soit P = Zak X un polyndme de K[X], de
k=0
degré n > 1, scindé sur K, de racines a1, oz, ..., an hon nécessairement distinctes.
a a
Ona, S=q +.+a, =- Nl et P=a ..oy =(-1) o

a, a,

v A connditre: Pourn=2etn=3

SiaX? +bX +c=a(X-a1)(X-02) alors S = a1+ 0z = —E etP=oaroz= <
a a

SiaX3+bX? + cX +d = a(X-a1)(X-02)(X-a3) alors S = o1+ o+ a3 = b et P = aq.02.03 = —g.
a a

On a aussi ouoz + o103 + 0203 = %.
X+y+z=5
Application: {xy+xz+yz=Q < X,y et z sont les racines de X3- SX? + QX - P.
xyz =P

= Exercices : 16.32 et 16.34

8. Décomposition en éléments simples de certaines fractions rationnelles et applications

Def : On appelle fraction rationnelle le quotient de deux polyndmes P et Q de K[X], avec Q = O.

Si F= % on appelle pdles de F les racines du polynémes Q.

Proposition 16.16 : Soit F = i une fraction rationnelle et E le quotient dans la division
euclidienne de P par Q

n
Si Q est scindé a racines simples avec Q = cdom(Q)H(X —q ) ,

i=1
A

n
alors 31(A1, ..., An)e K", F = E+Z
1 X-aq

Admis
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ou encore si Q n'est pas scindé dans R, la décomposition en éléments simples sera guidée par

I'€noncé.

Applications :

@ Calculer I = J-(1)2x3——1
x°+3x+2
C 1

@ Calculer 5, = Zm

k=1

® Calculer la dérivée nieme de f: x

x%+5

x3 _3x%2+2x
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Annexes :

k k
@ Preuve de la proposition 16.3: On pose VneN, ¢, = » a;b, =Y a b, =Y a, b,
-0 0

i+j=k
1" casP=0o0uQ=0
Ona VneNN, ¢ = 0 donc PQ est le polyndme nul.
deg(PQ) = - et deg(P) + deg(Q) = - + (-0) donc deg(PQ) = deg(P) + deg(P)

2¥cas:Px0etQ=0

On pose p = deg(P) et q = deg(Q)

P est un polynéme de degré p donc Vn>p,an=0

Q est un polyndme de degré q donc vn>q, bn= 0
OnposeN=p+q

CN = aobn + ...Gp-1bgs1 + apbg +ap+1bg-1 v+ ..+ anbo = apbg=0

etvn>N, c, = ZN:ai by, = zp:ai by, + ZN:ai b, =0
i=0 i=0

i=p+1 -0

=0car N-ixq

On en déduit que (cn) est un polyndme de degré N = deg(P) + deg(Q) et que
PQ=0)ssi(P=00uQ=0)

@ Preuve de la proposition 16.9
1°" cas : Si P =0ou Q =0 alors I'égalité est vraie.

2" cas : Supposons P = 0 et Q # 0. En notant p = deg(P) et q = deg(Q), on a
P q

P=>aX* etQ= > b X"
k=0 k=0

p+q k p+q-1
e Par définition PQ = chxk avec ¢, = Zai b, , et (PQ)'= Z (k+1)c, X"
k=0 i=0 k=0

p-1

p-1 q-1 q-1
« D'autre part, P'= Y (k+1)a,,, X* =D o, X* et Q=) (k+1)b,,X* = > B X"
k=0 k=0 k=0 k=0

p+q-1 p+q-1

k k
PQ'= ;dek ot d, :ZO:G‘ B =;(k—i+1)ai b, efP'Q= kz_.;ekxk ol

p+q-1

e, = Zk:ocjbk,j = i(j+1)aj+lbk1. et donc PQ'+P'Q= Z(dk te, )Xk
o k=0

=0

k k
Calculons dk+ ex= D (k—i+1)a b, + Y (j+1)a, b, .

i=0 j=0
En posant i = j + 1 dans la deuxiéme somme, on obtient,

k+1

k
dk+ ex= Z(k—i+1)0i bk+1,; + Ziai bk+1{|
i=1

i=0

k
= (k+1)a,b,, +Z:(k—i+1+i)ai b, +(k+1a, b,
i=1
k+1

= (k+1)) a, by,

i=0

On reconndit |'expression de (k+1) Ck.1.
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