Chapitre 18 - Applications linéaires- résumé

Dans tout ce chapitre K désighe le corps R ou C.

1. Généralités

1.1 Def et exemples

Def: Soit E et F deux K-espaces vectoriels et f une application de E dans F.

On dit que f est une application linéaire lorsqu'on on a:

V(u, v)eE?, V(A, n)eK?, f(lu + pv) = Af(u) + uf(v).

Trivialement : Ide et x > Of sont linéaires CO([a,b)],JR) SR

Exemples : ® y: b
o, fi [f(1)dt
o f: R >R a

{(x Y.2) > (2x -3y +2,x - 32) ® La transposition dans Mu(K)
3 3
0 g [FF [KIX](X]
(x,y.2) > (3x-y, y+2, 3x+2) 1p s pk)
e [l
(xyz)|—>x+y z P (X+1)P-P
® o {c (R) - C°(R) o f, :{Mw (22 M (©) grec acann(e)
fio f' X AX

Proposition 18.1: Soit f:E—F, une application linéaire

® f(Og) = Or

@ vu, veE, f(u+v) = f(u) + f(v)

® VueE, VreK, f(ru) = Af(u) et donc pour A = -1, f(-u) = -f(u)

@ VM, A,..o, M)EK™, V(U1 Ue,..., un)eE", £ 0 U )= D0 f(u, )

i=1 i=1

Contre-exemples: Les applications suivantes ne sont pas linéaires

{R2—>R2 . {R SR (p:{K[XJ—)K[X}

(xy) (3x+1, 2y)" x> x? P> P'+3X

1.2 Image d'une application linéaire

Proposition 18.2: Soit f :E—F une application linéaire et G un sous-espace vectoriel de E.
H = f(6) est un sous-espace vectoriel de F.

Def : Soit f :E—F une application linéaire, d'aprés la proposition précédente, f(E) est un SEV de
F noté Im f et appelé image de f. Im f = f(E) = { f(u), ucE}

Proposition 18.3: Si (ey, ez, ..., en) est une famille génératrice de E et f :E — F une application
linéaire alors Im f = Vect(f(e1), f(e2), ..., f(en))
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VveF, veIm f & AucE, v = f(u)
f est surjective ssi Im f = F.

1.3 Noyau d'une application linéaire

Proposition 18.4 : Soit f :E—F une application linéaire et 6 un SEV de F, I'image réciproque f(6)
est un SEV de E.

Def : On appelle noyau de f et on note Ker f la partie de E définie par
Ker f = {ucE, f(u) = O¢ } = f1({OF)). Ker f contient les antécédents du vecteur nul de F par f.
D'aprés ce qui précede, Ker f est un SEV de E

application linéaire.

\Proposiﬂon 18.5 : Soit f :E—F une application linéaire, f est injective < Kerf = {OE}\

1.4 Opération sur les applications linéaires

Proposition 18.6 Soit f, g deux applications linéaires de E dans F et 1eK,

® (f + g) est linéaire

@ Af est linéaire

Corollaire : L'ensemble des applications linéaires de E sur F, noté L(E, F), muni de la somme et du

produit par un scalaire est un K-EV.

® Preuve : C'est un SEV des applications de de E dans F : Il contient la fonction nulle et est
stable par CL

Proposition 18.7 : Soit f :E—>F et g :F—>6 deux applications linéaires
® gof :E — G est une application linéaire

@ Ker f c Ker gof et Im gof cImg

® gof = O, si et seulement si Im f — Ker g

2. Applications linéaires particuliéres

2.1 Forme linéaire

’ Def : Si f:E— K est une application linéaire, on dit que f est une forme linéaire sur E.

Exemples
; °(ab)|.R) >R
TR L0 b et ¢: P> P(a) de K[X] dans K
(x,y,2) > 2x -3y fio j f(+)dt

2.2 Endomorphisme

Def : Soit f :E—F une application linéaire.
¢ Si F = E alors f est un endomorphisme. On note L(E) |'ensemble des endomorphismes de E.

* f est linéaire.
* YueE, f(u)eE ouencore Imf c E

R3 - R3 . {Kn [X]->K,[X]

(xy.2) > (3x-y, y+2,32)  |Pr (X+1P-P

et ¢, {;\A/“ni(cil\_/\) M(©) avec A fixée dans Mn(C).
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Def et Proposition 18.8 : Soit f un endomorphisme de E.
On dit que x<E est invariant par f si f(x) = x.
L'ensemble des vecteurs invariants par f est Ker(f - Idg). C'est un SEV de E.

Def : Si f est un endomorphisme de E, fof est un endomorphisme et on peut définir :
fO = Ide et VkelN", fk= fofo..of.

k fois
f2 = fof, f3 = fofof, etc... sont les itérées de f.

D'aprés ce qui précede :
Kerf — Ker £2 et Im f2 — Im f et en général, vkeN, Ker f* < Ker ! et Im f*! < Im fX

Proposition 18.9:
® Soit f, g et h dans L(E) on a ho(f + g) = hof + hog et (f + g)oh = foh + goh

@ Soit f et g dans L(E) qui commutent c'est a dire tels que fog = gof ona:

p
Formule du bindme : VpelN, (f + g)P = Z[E}‘k ogP ¥
k=0

p-1
Egalité de Bernoulli : VpeN', fP - g = (f - g)o {ka ogplkJ
k=0

Preuve : La structure algébrique de (L(E), +, o) est la méme que celle de (Mn(K), + x) donc méme

démonstration.

2.3 Isomorphismes, automorphismes

Def : Soit f :E—F une application linéaire

e Si f est bijective alors f est un isomorphisme de E sur F.

e Si f est bijective et si f est un endomorphisme alors f est un automorphisme, on note GL(E)
I'ensemble des automorphismes de E.

Proposition 18.10: Soit f :E—F, une application linéaire

O f est un isomorphisme ssi Kerf = {Og} et Imf = F

@ Si f est un isomorphisme alors f est un isomorphisme de F sur E

® Sous réserve d'existence, le composée de deux isomorphismes est un isomorphisme.
@ GL(E) muni de la composition est un groupe appelé groupe linéaire.

Def: Soit E et F deux K-EV. On dit que E et F sont isomorphes lorsqu'il existe un isomorphisme ¢

de E sur F, c'est a dire ¢ :E—F avec ¢ linéaire et bijective.
2.4 Homothétie, projecteurs et symétries

a) Homothéties

Def: Soit AeR”, |'homothétie (vectorielle) de rapport A est I'endomorphisme de E défini par
vueE, hi(u) = Au.

Propriétés des homothéties:

@ h1= Ide et hi = AIde

@ La composée hiohy est |'homothétie hi..
® hi.eGL(E) et hil= hi
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b) Projections et projecteurs

Def: Soit E; et E2 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Ona vx eE,3lx, €k, ,3lx, €E, ,x =x, +x, donc on peut définir les endomorphismes :

p: E-E projection sur E; parallélement a E;
X X,
q: E-E projection sur E; parallélement a E;
X > X,
B>
_____________________ x
72 o
e
[ p(z) =z
T
E, !

Propriétés des projections: Soit E = E1®E: et p la projection sur E: parallélement a E..
® peL(E)

@ pop = p

® Kerp=EzetImp=E

@ E1={ xeE, p(x) = x} = Ker (p - Idg)

Def: On appelle projecteur toute application f de L(E) vérifiant fof = f
On dit aussi que f est idempotente.

Proposition 18.11: Si f est un projecteur de E alors E = Ker f®Im f et f est la projection sur
Imf parallélement a Ker f.

c) Symétries et involutions

Def: Soit E1 et E2 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
Ona vx eE,3lx, €E, ,3lx, €E, ,x =x, +x, donc on peut définir I'endomorphisme:

s: E~E la symétrie par rapport a E; parallélement a E;
X X, =X,

_IQ/\S(;‘D) =21 — T2

Dans.la pratique: Si p est la projection sur E; parallélement a Ez, on a

Donc il suffit de connditre p pour connditre s et réciproquement.
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Propriété des symétries: Soit E = E1®E: et s la symétrie par rapport a E1 parallélement a Eo.
@ seL(E)

@ sos = Ide donc seGL(E) et s'=s

® E1={xeE, s(x)=x}=Ker (s - Ide) E: E: est I'ensemble des vecteurs invariants par s
@ Ez = {xeE, s(x) = -x } = Ker (s + Idg)

Def: On appelle involution toute application f de L£(E) vérifiant fof = Ide

Proposition 18.12: Si f est une involution de E alors E = Ker (f - Ide) ® Ker (f + Ide) et f est la
symétrie par rapport a Ker (f - Ide), parallelement a Ker (f + Idg).

3. Application linéaire en dimension finie

Dans ce paragraphe, E est de dimension finie.

3.1 Image d'une base de E, caractérisation des espaces isomorphes.

Proposition 18.13: Soit E et F deux K-espaces vectoriels, E de dimension finie, 3 = (ei)1<izn une

base de E et feL(E, F)

O f est surjective ssi I'image de de ® par f est génératrice de F
@f est injective ssi I'image de & par f est une famille libre dans F
® f est bijective ssi f(®) = (f(ei))i<i<n €st une base de F

Proposition 18.14: Soit E et F deux K-EV avec E de dimension finien>1
® E est isomorphe a K".

@ Si E et F sont isomorphes et si dim E = n alors F est de dimension finie et dim F = n
® Si F est aussi de dimension finie, E et F sont isomorphes ssi dim E = dim F

déterminer une base, on montre qu'il est isomorphe a un espace vectoriel de dimension finie de
référence.
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3.2 Détermination d'une application linéaire en dimension finie :

Théoréme 18.1: Soit E et F deux K-EV, E de dimension finie, % = (ei)i<i<n une base de E et

F = (Ui1sizn une famille de F.
Il existe une unique application linéaire fe L(E, F) telle que Vie[1, n], f(e) = ui

images de la base 3. Soit f et geL(E, F), et % une base de E, si f et g coincident sur la base 3
alors f = g.

Corollaire : Soit E; et E2 deux SEV supplémentaires de E, fie L(E1,F) et f2e L(E2,F).
Il existe une unique application linéaire f<L(E,F) telle que :
vxeky, f(x) = fi(x) et VxeEz, f(x) = f2(x)

3.3. Rang d'une application linéaire :

Soit E de dimension finie % = (ey, ez, ..., ep) est une base de E et feL(E, F).

Onavu que : Im f = Vect(f(e1), f(ez2), ..., f(ep)) et donc Im f est de dimension finie.

Def: Soit E et F deux espaces vectoriels avec E de dimension finie et fe L(E, F). Im f est un sev
de F de dimension finie et on appelle rang de f la dimension de Im f, on note rg(f).

* Si F est aussi de dimension finie alors rg(f) < min( dim E, dim F ).
* rg(f) = 0 < u est I'application nulle.

Lemme du rang ou version géométrique du théoréme du rang: Soit f<L(E, F). On note H un
supplémentaire de Ker f dans E.
H—Imf

est un isomorphisme.
X = f(x) P

L'application induite ¢ :{

Théoreme (ou formule) du rang: Soit feL(E, F) avec E de dimension finie.

dim Ker f + rg(f) = dim E.

Ce ne sont méme pas, a priori, des sous-espaces du méme espace vectoriel : Ker f cEet Imf cF

Corollaire 1 : Soit feL(E, F), avec E et F de dimension finie

O f est injective < rg(f) =dimE
@ f est surjective < rg(f) = dim F
® f est un isomorphisme < rg(f) = dim E = dim F
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Corollaire 2: Soit feL(E,F), avec E et F de dimension finie et de méme dimension n.
® f bijective < f injective < f surjective

@ f bijective < Ker f = {Oe} < rg(f) = n

Corollaire 3: Soit feL(E).

@ Si il existe geL(E) telle que fog = Ide alors feGL(E) et f1=g

@ Si il existe ge L(E) telle que gof = Ide alors feGL(E) et f1=g

automorphisme il suffit de montrer que Ker f = {Og} ou que rg(f) = n, encore que f est inversible a
droite ou a gauche.

Proposition 18.14: rang d'une composée:
Soit E, F et G trois K-EV avec E et F de dimensions finies, feL(E, F) et geL(F, G), on a:

® rg(gof) < min(rg(f), rg(g))
@ Si g est un isomorphisme alors rg(gof) = rg(f).

cas de compositions.

3.4 Hyperplans

Def : On appelle hyperplan le noyau d'une forme linéaire non nulle.

Exemples.: F = {(x1, X2, ..., Xn)eK" | X1+ X2 + .. + xn = O} et G = {PeK,[X] | P(1) = O}

Proposition 18.15 : Soit E un espace de dimension finienx1et Hun SEV de E
® H est un hyperplan de E ssidimH=n-1
@ Si H est un hyperplan de E et u un vecteur de E tel que ugH, alors E = H ® Vect(u)

Proposition 18.16 : Soit E un espace de dimension finie n > 1 et % = (ej)i<i<n une base de E.
Pour tout hyperplan H de E il existe (a1, az, ..., ar)eK"\(0,0....,0) tel que

X = ixiei eHe iqxi =0(%)
i=1 i=1

Leur équations dans la base canonique sont de la forme ax + by + cz=0

4. Equation linéaire

Def : Soit E et F deux K-E.V., une équation linéaire est une équation d'inconnue xeE qui s'écrit
f(x) = b avec f :E—F linéaire et beF.

Exemples : EDL, systéme de n équations a p inconnues, suites récurrentes linéaires

Proposition 18.17: Soit f(x) = b une équation linéaire et S son ensemble de solutions dans E
O Si b = Or I'équation est homogene et S = Ker f est un SEV de E.

@ b # Or I'équation est avec second membre.

¢ Si beIm f alors |'équation n'admet pas de solution: S = &.

e SibeImf,alors S ={a+h, heKer f} avec a une solution particuliére de I'équation.
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