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Chapitre 20: Dénombrement-POLY

1 Définition, notion de cardinal

Dans ce paragraphe E désighe un ensemble et n un entier naturel non nul.

Def : E est un ensemble fini lorsque E est vide ou lorsqu'il existe une bijection de E sur [1, n].
L'entier n, si il existe, est unique, et est appelé cardinal de E. On note card(E) ou |E|.
Par convention card() = 0

e Le cardinal d'un ensemble fini est son nombre d'éléments.

» Toute bijection de E sur [1, n] permet de numéroter les éléments de E et donc on peut écrire :
E ={x1, X2, ... Xn}.

Exemples :

e Un singleton est un ensemble de cardinal 1

¢ E = [p, n] est un ensemble d'entiers de cardinal (n - p + 1).

= Preuve : L'application ¢ :[p, n] —»[1, n - p + 1] définie par ¢(x) = x - p + 1 est une bijection

Proposition 20.1 : Soit E un ensemble fini de cardinal n > 1 et F un ensemble.
Il existe une bijection de E sur F si et seulement si F est fini et card(F) = card(E)

en bijection avec un ensemble fini dont le cardinal est connu.

Proposition 20.2: Soit E et F deux ensembles finis. Le produit cartésien ExF est fini et
card(ExF) = card(E).card(F)

Ei x ... x En est un ensemble fini et Card (E1 x .... x En) = l_Icard(Ei ).
i=1

Et donc si E est fini, alors E" est fini et Card(E" ) = (Card E)".

2. Parties d'un ensemble fini

2.1 Cardinal d'une partie d'un ensemble fini.

Proposition 20.3 : Soit E un ensemble fini et A une partie de E
A est finie avec card(A) < card(E) de plus card(A) = card(E) < A= E

Admis

e Pour démontrer I'égalité de deux ensembles finis, il suffit de montrer une inclusion et I'égalité
des cardinaux.
¢ Si F est inclus dans E et si F est infini alors E est infini

2.2 Opérations sur les parties d'un ensemble fini.

a) Union disjointe, partition.

Proposition 20.4 : Soit A et B deux parties de E.
Si A et B sont disjointes alors card(AUB) = card(A) + card(B)

Admis

¥ Attention : Cette formule n'est pas générale, il faut bien vérifier I'nypothése : AnB = &
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Corollaire : Soit E un ensemble fini.

P p
® Si (A)i=izp est une famille finie de parties disjointes de E alors car‘d{ Al] = anrd(A )
i=1 i=1

@ Si A et B sont deux parties de E, alors card (A\B) = card(A) - card(AnB).

® Si A est une partie de E alors car‘d(;) = card(E) - card(A)

Def : On dit que la famille (Ai)icr est une partition de E lorsque
Viel, A% @, V(i, ))eI? i # j= AnAji=Det E=( A

iel
Exemples :
e Les entiers pairs et les entiers impairs sont une partition de [1, n]
e Les groupes de colles sont une partition de la PCSI2

Proposition 20.5: Si (Ai)icz est une famille partition de E alors card(E) = anrd(A, )

iel

sont plus simples a dénombrer

Théoréme 20.1: Soit E un ensemble fini de cardinal n, I'ensemble 9(E) des parties de E est fini
et card(9(E)) = 2",

b) Formule de Poincaré

Proposition 20.6: Soit A et B deux parties de E.
card(AUB) = card(A) + card(B) - card(AnB)

e La formule de Poincaré se généralise par la formule du crible qui est hors programme.

On peut retenir que, pour 3 parties A,B,Cde E,ona:
card(AUBUC) = card(A) + card(B) + card(C) - car(AnB) - card(ANC) - card(BNC) + card(AnBNC)

Et retenir que, en général, Car‘d{UAi] < Card(A)

ieI ieI

¢ ({x})x<e est une partition de E, donc card(E) = anr‘d({x}) = Zl.

xeE xeE

Si A est une partie de E, alors card(A) = anr‘d({x}) = ZI+ZO =>1,(x)

xeA XxeA xeA xeE
On retrouve alors facilement la formule de Poincaré en utilisant les indicatrices de AUB et de
ANB.

2.3 Applications entre ensembles finis

Proposition 20.7 : Soit E et F deux ensembles finis et f :E—>F
O Si f est injective alors card(E) = card(f(E)) < card(F)

@ Si f est surjective alors card(E) > card(F)

® Si f est bijective alors card(E) = card(F)
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Si card(E) > card(F) il ne peut y avoir d'injections de E dans F, ceci est a la base du principe de
Dirichlet ou principe des tiroirs : Si on range (n + 1) paires de chaussettes dans n tiroirs alors au
moins un des tiroirs contient deux paires de chaussettes.

Théoréme 20.2: Soit E et F deux ensembles finis de méme cardinal n> 1 et f :E—F
On a les équivalences : f est surjective < f est injective < f est bijective

Preuve : Soit E et F deux ensembles finis de méme cardinal.

e Supposons f injective. f induit une bijection g : E-f(E) et donc card(f(E)) = card(E) = card(F)
et comme f(E) est une partie de F, on en déduit que f(E) = F donc que f est surjective et donc f
est bijective.

¢ On montre par |'absurde que surjective = injective.

La négation de cette implication (non P ou Q) f est surjective et non injective (P et non Q)
Supposons f surjective et non injective.

Ona f(E) = F et f n'est pas injective donc card(f(E)) < card(E) < card(E) > card(F), ce qui est
absurde.

Ainsi on a bien f surjective = f injective et donc f bijective.

e Les autres implications sont triviales.

est bijective il suffit de montrer qu'elle est injective ou surjective.

Sif:E—E,onaleséquivalences: f est surjective < f est injective < f est bijective

Dans ce cas on dit que f est une permutation de E.

3. Outils pour le dénombrement
Dans la pratique, on essaiera le plus possible de modéliser les ensembles a dénombrer par les

notions de ce paragraphe.

3.1 p-listes

Def : Soit E un ensemble fini de cardinal n > 1 et peIN. On appelle p-liste de E ou p-uplet
d'éléments de E, un élément (x1, Xz ,..., Xp) de EP

Proposition 20.8 : Soit E un ensemble fini de cardinal n, le nombre de p-listes de E est
card(EP) = nP

Corollaire : Soit E et F deux ensembles finis de cardinal respectifs p et n.
L'ensemble des applications de E dans F, F(EF) = FE est fini et card(FF) = (card(F))«® = n

3.2 p-arrangements, permutations

Def : Soit E un ensemble fini de cardinal n> 1 et p €[1, n].
 On appelle p-arrangement ou arrangement de p éléments de E, une p-liste d'éléments distincts.
e On appelle permutation de E un arrangement de n éléments de E.
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Proposition 20.9 : Soit E un ensemble fini de cardinal n> 1 et pe[1, n].
n!
(n-p)!

@ Le nombre de p-arrangements de E est A’ =n(n-1)...(n-p+1) =

@ le nombre de permutations de E est n |

Corollaire : Soit E et F deux ensembles finis de cardinal p et n.
n!

@ Sip ¢ n, le nombre d'injections de E dans F est AP = (n-p)!

@ Sin=p, le nombre de bijections de E dans F est n |

3.3 p-combinaisons

Def : Soit E un ensemble fini de cardinal n et pe[0, n].
On appelle p-combinaison de E, une partie de E de cardinal p : {x1, 2, ..., Xp}

Proposition 20.10: Soit E un ensemble fini de cardinal n et pe[0O;n].

Le nombre de p-combinaisons de E est (nj = n—l
p) plin-p)!

Rappels :

n) (n eI

T wmmmon(il,
X n n n+1 n n-1) .

vnel vpelt.nl (p—l}[p]:[ P J “ p(PJ:n[P—J o

V(a, b)eC?, VnelN', (a+b) = Z[nJa"b"" - Z[”]a"kbk
k=0 k k=0 k

Soit n et p deux entiers tels que 1 < p < n. On veut dénombrer deux fagons différentes le
nombres d'équipes de p joueurs donc un capitaine choisis parmi n joueurs.

Méthode 1: On choisit les p équipiers puis un capitaine parmi ceux-ci : p[:j
Méthode 2 : On choisit un capitaine parmi les n joueurs et il choisit ces coéquipiers : n[:_lj.
ccl: p[:j = n[E_U formule du capitaine

3.4 Anagrammes

Def : On considére une liste ordonnée de symbole qu'on appelle « mot ». Une anagramme de ce
mot est un mot obtenu par permutation des symboles du mot initial.

Exemples : HATM est une anagramme de MATH et 110100 est une anagramme de 111000

|
.C.q.s..gt.‘l..dgs_.!@.ttr@.s_.s.qnfr..i.d.@niiqu@.s.s..l..l.x.g.% = (gj{gj@@m.anagrammes de

ABRACADABRA
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