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Chapitre 22 : Variables aléatoires - Poly de cours

1. Variables aléatoires sur un univers fini

1.1 Définition et notations :

A l'issue d'une expérience aléatoire, d'univers Q, on peut associer une valeur humérique au résultat. Par
exemple, si un joueur lance deux dés, on peut compter le nombre de 6 obtenus ou encore calculer la
somme des faces obtenues.

Mathématiquement, cette association régie par le hasard entre un événement et une valeur définit une
application, que I'on désigne sous le nom de variable aléatoire.

Déf: Soit (Q,9(Q2)) un espace probabilisable fini et E un ensemble, on appelle variable aléatoire sur Q a
valeurs dans E toute application X :Q—E

L'image de Q par X, notée X(Q2) est I'ensemble des valeurs prises par X. Comme Q est fini, X(Q) est
également fini et on pourra noter : X(Q) = {x1, X2, ..., Xp}.

* Pour toute partie A de E, on note {XeA) ou (XeA) I'événement X(A) = {o €Q | X(w)EA} et P(XeA) sa
probabilité.

* Pour tout xeX(Q), on note {X = x} ou (X = x) I'événement X({x}) = {w €Q | X(0) = x} et P(X = x) sa
proabilité.

* Si E =R, pour tout réel a, on note {X < a} ou (X < a) I'événement {v€Q | X(») < a}

et {X > a} ou (X > a) I'événement {0eQ | X(o) > x}.

Les probabilités respectives de ces événements sont notées P(X < a) et P(X > a)

Proposition 22.1: Soit X une variable aléatoire sur Q fini.

Les événements (X = x), pour xeX(Q2), forment un systéme complet d'événements de Q.
Cest-d-dire que si X(Q) = {xi, ..., Xp} alors les événements (X = x1) , ..., (X = xp) forment un systéme
complet d'événements de Q.

2. Loi d'une variable aléatoire

Dans ce paragraphe, on considére (Q,2(Q2),P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire sur Q.

2.1 Définition

Proposition 22.2 :

P(X(Q)) —[0.1]

est une probabilité sur X(Q).
A P(X e A)

® L'application Px: {
@ Px est déterminée de maniére unique par la donnée de sa distribution de probabilité a savoir
P(X = X) pour tout xeX(Q) et on a VAeX(Q), P(XeA) = Y P(X =x)

XeA

Déf:
¢ On appelle loi de probabilité de X I'application Px.

e On dit que les variables X et Y suivent la méme loi et on note X ~ Y lorsque Px = Py c'est-a-dire
X(Q) = Y(Q) et VxeX(Q), P(X = x) = P(Y = x)
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* X est définie sur Q, pour pouvoir donner la loi de X, il faut d'abord choisir une probabilité P sur Q, ce

choix détermine entierement la loi de X.

* La loi de X mesure la fréquence d'apparition de chaque valeur x de X(Q).

* Une loi de probabilité ne détermine pas une variable aléatoire : il existe des variables associées a des
phénomenes distincts qui ont la méme loi de probabilité.

* Si X est a valeurs dans E alors, VxeE\X(Q), P(X=x)=P(8)=0

p
* Comme ( (X = x1), (X = x2),...,(X = xp) ) est un SCE alors ZP(X =x )= Z P(X=x)=1.
i=1 xeX(Q)

2.2 Lois usuelles

a) Loi certaine

Déf: Soit k un réel, on dit que X suit la loi certaine égale d k lorsque X est constante égale a k

Ouencore X(Q)={k}et P(X=k)=1.

d'autres lois.

b) Loi uniforme

Déf: Soit X une variable aléatoire sur Q fini, telle que X(Q) = E = {x1,...,Xn}. On dit que X suit la loi
uniforme sur X(Q) = E ou que X est uniforme sur E lorsque les événements (X = x1), (X = x2),...,(X = Xn)

sont équiprobables, ou encore, Yke[1, n], P(X = xx) = %

On note X ~ U(E)

Situations modélisées par une loi uniforme : On trouve cette loi dans les expériences dont les issues
sont équiprobables.
* On lance un dé parfait a 6 faces et on note X la face obtenue. X ~ 1([1,6])

c) Loi de Bernoulli

Déf: Soit pe[0, 1], on dit que X suit la loi de Bernoulli de parametre p ou que X est une variable de
Bernoulli de paramétre p, lorsque X(Q) = {0,1}, P(X=1)=pet P(X=0)=1-p.
On note X ~ B(p)

Situations modélisées par une loi de Bernoulli: On appelle expérience de Bernoulli une expérience
aléatoire ayant deux issues qualifiées de succes et d'échec. Soit X valant 1 en cas de succes et O sinon,
X est une variable de Bernoulli de paramétre p = P(succes).

d) Loi binomiale

Déf: Soit p€[0, 1] et neN, on dit que X suit la loi binomiale de paramétres (n, p) ou que X est une
variable binomiale de paramétre (n, p) lorsque

X(Q) = [0,n] et Vke[0O,n], P(X = k) = (:]pk (1-p)*

On note X ~ B(n, p)

Situations modélisées par une loi binomiale : Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre
d'apparition du méme événement lors de la répétition de la méme expérience de maniére indépendante.
X suit une loi binomiale de parametre (n, p)
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* On lance 4 fois une piéce de monnaie donnant Face (succés) avec la probabilité p = 1/3. On note X la
variable aléatoire donnant le nombre de Face obtenues. X - B(4, 1/3)

2.3 Image d'une variable aléatoire

Déf: Soit X :Q—E une variable aléatoire sur Q et une application f :E—F.
La composée foX: Q—F est encore une variable aléatoire plus simplement notée f(X).

* On reprend le jeu avec la piece de monnaie. On pose Y = f(X) = X? - X - 2
Y est une variable aléatoire sur Q

Proposition 22.3 : Soit (Q,9(Q2),P) un espace probabilisé fini, X :Q—E une va sur Q et f :E—>F.

Vyef(X(Q), Prooly) = PEX) =y) = D PX=x)= »  P(X=x)

eX(Q), ef!
;; (x)(:y) xef ({y})

2.4 Loi conditionnelle
Déf: Soit X une variable aléatoire sur Q et AcH(Q) tel que P(A) > 0.

X(Q) — [O,l]
X P, (X=x)

On appelle loi conditionnelle de X sachant A I'application: Pxja : {

3. Famille de variables aléatoires
Dans ce paragraphe, on considére (Q,9(Q),P) un espace probabilisé fini ;

3.1 Couple de variables aléatoires :

Déf: Le couple de variables aléatoires (X, Y) est la variable aléatoire définie sur Q par :

VoeQ, (X, Y)(®) = X(o), Y(»))

La loi de (X, Y) est notée Pxy) et appelée loi conjointe de X et de V.

V(x, y)eX(Q)xY(Q), I'événement ((X, Y) = (x, y)) est aussi nhoté (X = x, ¥ = y) ou encore (X = x)n(Y = y)

probabilités : P (X = x, Y = y) pour tous les éléments (x, y) de X(Q)xY(Q).

Proposition 22.4 : Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires finies.
La famille ((X = x, Y = y))xyex.yyo est un SCE et est appelée SCE associé a (X, Y)

Déf: Soit (X, Y) un couple de va sur Q.
e La loi de X, notée Px, est appelée loi marginale de (X, Y¥) selon X ou 1% loi marginale.
e laloi de Y, notée Py, est appelée loi marginale de (X, Y) selon Y ou 2™ loi marginale

formule des probabilités totales :

VXxeX(Q),P(X=x)= D P((X=x)n(Y =y)) ici avec le SCE : (¥ = y)ev@.
yeY(Q)
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Proposition 22.5 : Soit (X, Y) un couple de va a valeurs dans E et f une fonction définie sur X(Q)xY(Q).
La loi de la composée f(X, Y) est donnée par :

vzef(X(Q)xY(Q)) , Prx, v(2) = P(F(X)Y) = 2) = Y. P(X=xn(=y)
(X,Y)fe(i(g)zxz\’(ﬂ)

Onpose S=X+Y. 5(Q) = {x +y, xeX(Q), yeY(Q)}

vkeS(Q), P(S=k)=P(X+Y=k) = > P((X=x)n(Y=Y))
(x,y)i{(yfi)kxy(ﬂ)

D P((X=x)n(Y =k-x))

xeX(Q)

Y P(X=k-y)n(Y=Y))

yeY(Q)

3.2 n-uplets de variables aléatoires

Def: Soit (X1, Xz, ..., Xn) une famille de n variables aléatoire sur Q.
Q- ><1(Q)><X2 (Q)x...x)(n (Q)
o <X1 (co)Xz (a)) ..... X, (a)))
La loi conjointe de la famille (X1, Xz, ..., X») est la loi de X, entierement déterminée par sa distribution

de probabilité : P(X1 = Xi, ..., Xn = Xn) pour tout (x1, Xz, ..., Xn)e X (Q)xX, (Q)x...xX (Q).

Les lois marginales de la famille (X1, Xz, ..., X») sont les lois de chacune des variables X;, ic[1, n]

L'application X :_ est une variable aléatoire.

4. Variables aléatoires indépendantes:

Déf: Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes lorsque pour toute partie A de X(Q2) et toute
partie B de Y(Q), les événements (XcA) et (YeB) sont indépendants.
On notera X IL Y.

I'utiliser en tant qu'hypothése. Suivant la situation, deux variables peuvent tre indépendantes par
définition : On lance deux dés, un bleu et un rouge, X est le résultat du dé bleu et Y celui du dé rouge. Il
est clair que X et Y sont indépendantes car associé¢es a deux expériences indépendantes.

Proposition 22.6: X et Y sont indépendantes si et seulement si
VxeX(Q), VyeY(Q), P(X = x, Y = y) = P((X = x)n(Y = y)) = P(X = x)P(Y = y).

Proposition 22.7 : Conservation de I'indépendance par composition
Soit X et Y deux variables aléatoires sur Q, f définie sur X(Q) et g sur Y(Q).
Si X et Y sont indépendantes alors les variables aléatoires f(X) et g(Y) sont indépendantes.

Exemple : Si X et Y sont indépendantes alors X? et 2Y + 1 sont également indépendantes

Proposition 22.8 et définition : (X1, Xz,...,Xn) est une famille de variables aléatoires (mutuellement)
indépendantes lorsque pour toute parties (Ai, ... , An) de X1(Q)xX2(Q)x...xXn(Q2), les événements
(X1eA1), ..., (XneAn) sont mutuellement indépendants.

On encore : (X1, Xz,..., Xn) est une famille de variables aléatoires indépendantes si et seulement si

V(x1, X2,... , Xn)EX1(Q)xX2(Q)x...xXn(Q2), P((X1 = x1), (X2 = x2),...,(Xn = Xn)) = P(X1 = x1)P(X2 = x2)...P(Xn = xn)
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aléatoire, on obtient une famille de variables aléatoires indépendantes.
* On lance n dés a six faces et on note Xk la face du kieme dé, les variables aléatoires ainsi définies
sont indépendantes ;

de va indépendantes.

Proposition 22.9 : Lemme des coalitions
Soit Xi, Xz,..., Xn des variables aléatoires indépendantes sur Q, pe[1, n] et f et g deux applications.
Sous réserve d'existence, les variables aléatoires f(X1, Xz,..., Xp) et g(Xp-1, Xp+2,....Xn) sont indépendantes.

Admis

* On considére un triplet (X, Y, Z) de variables aléatoires indépendantes définies sur Q. D'aprés le
lemme des coalitions, X? et Y + Z sont indépendantes.

* On reprend la famille (Xi,... X») définies par le lancer de n dés. Soit pe[1, n].

Les variables aléatoires S = X1+ Xz + ... Xp et P = Xp.1Xpe2.... Xn sont indépendantes.

deux ou plusieurs coalitions d'entre elles par des applications donnent des variables aléatoires
indépendantes.

Théoréme 22.1 : Soit X1, Xz,..., Xn des variables aléatoires indépendantes sur Q et
pel0, 1]. Si pour tout ie[1, n|, Xi ~ B(p) alorsona: X1 + ... + Xn ~ B(n, p).

5. Espérance et variance d'une variable aléatoire.
5.1 Espérance d'une variable aléatoire

Définition : Soit (Q,2(Q2),P) un espace probabilisé fini et X :Q—R une variable aléatoire réelle sur Q.

L'espérance de X noté E(X) est le réel E(X) = Z xxP(X =x).
xeX(Q)

i1
* L'espérance est la moyenne de chacune des valeurs prises par la variable aléatoire X pondérée par la
probabilité que X prenne cette valeur. On dit que I'espérance est un paramétre de position.

* On dit que la variable aléatoire X est centrée lorsqu'ona: E(X)=0

de probabilité.

= Exercice & savoir refaire Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [1, n].

Proposition 22.10:

Soit X une variable aléatoire réelle sur Q, on a E(X) = z X(0)x P(w) .

e
@ Preuve :
EX) = DL kPX=K)= D> kD Pl@)= > > XoP().
keX(Q) keX(Q) X(e)ue))(ik keX(Q) X((Duf)%k

Posons Ak = {weQ | X(0) = k} = X({K} ), (Akex) est une partition de Q, d'oti le résultat.
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Proposition 22.11: Propriétés de l'espérance.
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles sur Q.
@ Linéarité: ¥(a, b)eR?, E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y).

@ Positivité : Si X =0 alors E(X) > 0.
® Croissance : Si X <Y alors E(X) < E(Y).
@ Inégalité triangulaire : |E(X)| < E(|X]).

Théoréeme 22.2 dit de transfert : Soit (Q2,2(Q2),P) un espace probabilisé fini, X une va réelle sur Q et

f :X(Q)—R une fonction. E(f(X))= Y f(x)xP(X =x)

xeX(Q)

@ Preuve : Posons Y = f(X)

E(Y) = D YP(Y=y)= D> y D PX=x)= > D f(xP(X=x).

eY(Q) eY(Q) exX(Q) eY(Q) xeX(Q)
Y Y o0y [ 164 =

Posons Ay = {xeX(Q) | f(x) =y} = f1({x}), (Ay)yev@) est une partition de X(Q), d'oll le résultat.

p
Dans.la pratigue : Si X(Q) = {x1, Xz...., %} alors [E(f(X)) = Y f(x )xP(X =x, )
i=1

Par exemple, pour un couple (X,Y), on a E(f(X.Y)) = Z f(x,y)xP(X=x,Y =y)

xeX(Q)
yeY(Q)

Proposition 22.12 : Soient X et Y deux variables aléatoires sur Q .
Si X et Y sont indépendantes alors on a : E(XY) = E(X) E(Y).

@ Preuve : Notons Z le produit XY.

E@Z) = > PZ=2)= ) > P(X=xY=y).

2eZ(Q) 2eZ(Q) (x,y)eX(Q)xY(Q)
Xy=2

Or X et Y sont indépendantes donc P(X = x, Y =y) = P(X = x)P(Y = y) d'oti :

E(Z) xyP(X = x)P(Y =)

2eZ(Q) (x,y)eX(Q)xY(Q)
xXy=2

DD XYPX=x)P(Y =)

xeX(Q) yeY(Q)

= D xP(X=x) > yP(Y =y) =E(X)E(Y)

xeX(Q) yeY(Q)

fausse, mais on pourra utiliser sa contraposée : Si E(XY)#E(X)E(Y) alors X et Y ne sont pas
indépendantes.

5.2 Variance et écart-type

Définition : Soit (Q2,9(€2),P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire réelle sur Q.
e On appelle variance de X le réel positif : V(X) = E((X - E(X))2).
o On appelle écart-type de X le réel positif : o(X) = \/V(X).
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* L'écart entre X et son espérance est |X - E(X)| donc E(|X - E(X)|) est I'écart moyen de X d sa
moyenne ; mais ce h'est pas l'indicateur qui a été choisi pour caractériser la dispersion des valeurs de X
autour de son espérance. La variance E((X - E(X))?) joue ce rdle, elle est choisie comme indicateur de
dispersion car elle vérifie des propriétés qui la rende plus simple a utiliser.

L'écart-type mesure la méme chose, son intérét est qu'il s'exprime dans la méme unité que X.
* On dit que la variable aléatoire X est réduite lorsqu'ona: V(X) =1

V(X) = Zpl(xi —E(><))2 xP(X=x)

i=1

Théoréme 22.3 Formule de Koenig-Huygens.
Soit X une variable aléatoire réelle sur Q. Ona: V(X) = E(X?) - (E(X)).

2
V(X) = Zp:xf xP(X=x, )—[Zp:xi xP(X =x, )J
i=1 i=1

Proposition 22.13: Propriétés de la variance, de l'écart-type.
Soit X une variable aléatoire réelle sur Q.

@ V(a, b)eR?, V(aX + b) = a®V(X)

@ Y(a, b)eR?, s(aX + b) = |a|s(X)

X—E(X)'

x= Exercice a savoir refaire: Soit X une variable aléatoire telle que (X) > 0. On pose Y = 0
O

Montrer que Y est centrée réduite.

5.3 Espérance et variance des lois usuelles : voir fiche en derniére page

5.4 Covariance de deux variables aléatoires

Proposition 22.17 Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors V(X +Y) = V(X) + V(Y).

En particulier si X1, Xz, ..., Xn sont n variables de Bernoulli indépendantes de parameétre p alors leur
somme S est une binomiale np et sa variance est bien V(Xi) + ... + V(Xn) = p(p-1)+ ... + p(p-1) = np(p - 1)

Le calcul précédent fait apparditre une quantité qui est la différence entre V(X + ¥) et V(X) + V(Y). On
peut songer a l'utiliser pour mesurer la «corrélation» entre ces deux variables aléatoires.

Déf : On appelle covariance de X et Y le réel Cov(X,Y) = E(XY)- E(X)E(Y)

Propriété immédiate : Soit X et Y deux variables aléatoires sur Q fini.
O VX +Y)=V(X)+ V(YY) +2Cov(X,Y)
@ Si X 1Y,alors Cov(X,Y)=0.

Def : On dit que les variables aléatoires X et Y sont décorrélées lorsque cov(X, ¥) = 0

elles sont décorrélées mais la réciproque est fausse. La covariance mesure la maniére dont deux
variables aléatoires «varient ensemble».
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6 Inégalités de concentration

Théoréme 22.4 Inégalité de Markov
Soit (Q,9(Q),P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire réelle positive sur Q.

Pour tout réela>0,ona P(X 2a) ¢ EX)
a

Théoréeme 22.5 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit (Q,9(Q),P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire réelle sur Q.
V(X) _ o(X)*
e

82

Pour tout réel € >0, ona P(|X - E(X)| 2 ¢) ¢

x= Preuve : On applique I'inégalité de Markov a Y = (X -E(X))?

entre X et son espérance soit supérieur a ¢. Elle donne une majoration de la probabilité que X prenne
une valeur en dehors de l'intervalle 1 E(X) - ¢, E(X) + ¢[. L'inégalité de Bienaymé - Tchebychev est un
résultat général mais fournit des majorations souvent grossieres.

Applications classiques :

e Loi de variance nulle : Si X est une variable aléatoire telle que V(X) = O alors d'apres l'inégalité de
Bienaymé-Tchebycheyv, pour tout réel ¢ >0, ona P(|X - E(X)| 2€) < O et donc P(|X - E(X)| > &) = 0.

On en déduit que P(X - E(X) = 0) = 1. On dit que X est presque surement constante et suit donc une loi
certaine.

e Loi faible des grands nombres :

Proposition 22.18 : Soit nelN" et X1, Xz, ..., Xn une famille de variables aléatoires indépendantes de

n—+oo

I n —
méme loi et d'espérance m. On note X = lZ)g ,onaVve>0, lim P(‘Xn —m‘ > s) =0
h 4
i=1

de I'espérance de cette variable
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Fiche : Chapitre 22 - Variables aléatoires - Lois usuelles a connaitre

* Loi certaine éqgale d k
X(@Q)={k}, P(X=k)=1
EX)=ket V(X)=0

* Loi uniforme sur [1, n] avec neIN* Pourn=5:
X o U1, n))

X(Q) = [1, n] et Vke[1, n], P(X = k) = %

€00 = Y k-1 R I I
k=1 : 3

n?-1
V(X) = E(X*) - (EOX)* = "
* Loi de Bernoulli de parametre p avec p€[0, 1] En posant q=1-p:
X < B(p) ,
X(@)={0,1}, P(X=0)=1-pet P(X=1)=p '
q
EX)=pet V(X)=p(1-p) »

* Loi binomiale de paramétre (n, p) avec p€[0,1] et heN

X < B(n, p)
X(Q) = [0, n] , Yke[0, n], P(X = k) = @pk(l—p)nk

E(X) = ik[ﬁjpka—p)"* =in(£‘ﬂpka—p)"-k =..=np
k=0 k=1 N
V(X) = E(X*) - E(X)+E(X) - (E(X))*
= Zn:k(k - l)(:jp"(l —p)"* +np—n*p®
k=0

n —
=2 nin- 1)(: ;ka (1-p)"™* +np—np* =np(1-p)
k=2 -

Exemples :

, 1 , 1
0,5 4 - 0,5 . - 0,5
: 5(10,2) 5 %(10 3) 5 m

\T.

..
67 8910 012345678910

N.Champarnaud-LMB-mai 2025



