Prérequis

Fiche de calcul n°11

Intégration par parties

Primitives, dérivées, intégration par parties.
Attention : les fonctions arccos, arcsin et arctan seront traitées dans le chapitre

10.

M exercices difficiles

011A

On rappelle le théoreme d’intégration par parties. Si (a,b) € R?, si u € €*([a,b],R) et si v € €*([a, b], R), alors

Intégrales

Calcul 11.1
Calculer :

™

B
a) / tecostdt ...l
0

Primitives

Pour chaque fonction suivante, préciser sur quel ensemble elle est définie, puis en déterminer une primitive.
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a) x+— (—z+1)e” ¢) x+— arctan(x) ......
1
b) z+— % ........... d) z+—— zch(z) .........

Intégrations par parties successives

Pour ces calculs de primitives et d’intégrales, on pourra réaliser plusieurs intégrations par parties successives.

— Calcul d’intégrales. 000
1
a) / (243t —4)e® At oo
0
B
b) / el SNt AL .o
0
a [Calcul 11.4] — Calcul de primitives. 000

Calculer des primitives des fonctions suivantes.

a) x+— sin(x)sh(z) .... z+— (zlnz)

z—In?z ... d) z+— earecos(z)

Réponses mélangées

(In(2))%2!2@ — 2In(2) — 2122 4 2 5 3 r
—ch(2) — =sh(2) — = In(2) — 2+ —
ok 2V2 4 [RoR
T 5(—cos(x)sh(:c) + sin(z)ch(x)) 3 3 z— xln’z —2xnz + 2
T 1 w2 4 8 4 ]-1L,1[ =R
T “m@ -2 4 Z2m@)-v2+- 1 1
4 2 Il( ) 32 3\/_ Il( ) 9\/_—1_ 9 { T §earccos(m) (LE— /1 —1‘2)
T, R} = R ' ) , §_ez R R
2 xl—>x3<§ln2x—§lnx—|—2—7) 2 x = (—x+2)e”
R — R eF +1 R—=R .
x — ash(z) — ch(x) 2 x — zarctan(z) — 5 In(1 + z?)
R* - R
T Y2 g om@2) -2 T2
12+ 5 { l+Inzx n(2) 173
x

» [Réponses et corrigés page 3|
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Réponses
™
1 0 Y D ~ -1 R —R
5 11.28) oo { v (ot 2
5 1 3
11.1 b) ...................... 5Ch(2) - 58}1(2) - 5 Rj_ — R
11.2b) oo { 1+
1101 C) ettt x
(In(2))?2( — 21n(2) — 2> 4 2 R — R
11.1d)........ 11.2¢)........ 1 5
(In(2)) x — zarctan(z) — iln(l +z°)
111 €) oo 1
9 R — R
31 1L2d) o s wsh(z) - ch(z)
11.16) oo 21n(2) — 1
11.3 a) 3 _ e
11.008) oo ln(2)—2+g O 2
1 ez +1
TLLR) oo T2 TL3Db) 5
4 2
R —- R
ZVE]
i AT 114 a)... 1
11.1 1) .............................. 2 + 5 1 a) { T 5(—COS($)Sh(.’IJ) +sin(m)ch(w))
2v2 4 *
T1L3) e EEAEIN 11.4b). Ry >R
3 3 z+— xzlnz—2zlnx + 22
4 4
1L.1K) .o gﬁln@)—g\fﬂg R* — R
11.4c¢)...... o1 5 2 2
1 = T gln xf§111x+2—7
111 D) T me) -
4 2 32
]-L,1[ - R
. .. 1 (o
11.4 d) T §earccos(m) (SL’ — /1= $2)
Corrigés
11.1 a) On choisit u'(t) = cost et v(t) =t. On a /i tcostdt = {tsint} . /f sintdt = ~ — 1
....................................................................... L S PR
11.1 b) On choisit u'(t) = sh(2t) et v(t) =2t +3. On a :
1 1 1
/ (2t + 3)sh(2t)dt = | (2t +3) RO | / ch(2)dt = 2eh(2) — 5 — 2
1o 2 |, Jo 2 2 2
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In(2 In(2 In(2) In(2
/ ® it ar :/ @ et g — [ Lo _ b / @ me) gy _gmey 21 24"
1 1 In(2)" |, In(2) /; In(2)  (In(2))? !

(In(2))?2"™® — 21n(2) — 23 4 2
(In(2))? '

11.1 g) On choisit u/(t) = 1 et v(t) = In(1 +¢*). On a :

1 1 2 1
/0 In(1+¢*) dt = [tIn(1+ )] 2/0 1+t2dt71n(2) 2/0 L= ) &

1

=1In(2) -2 [t — arctan(t)} VS In(2) — 2+ 5"

1 2 1 1 2 1
t 1 t T 1 1 iy 1
11.1h tarctantdt = | — arctant| — = | ——dt=—=—= -0 )dt=7—3.
) Ona/O arctan {g’man]o 2/0 172973 2/0( 1+t2) 12

i 1
11.1 1 Ona/ arcsint dt [tarcsmt : / — + [\/1—152}2.
......... )Ovl—t2120
11.1j) Ona LAY [Qt\/l—i-t —2/ VIFtdt =2v2— é{( )%]1——Q+é
J o VIFi 3 o 3 '3

11.1 k) On choisit v'(t) = v1+t et v(t) =In(1 +¢). On a:
/\/1+ In(1+¢)dt = [ 1+ +1) —7/ VITidt = \/iln(Q)—fg(l—&-t))%}
:gﬂln(2)7§\/§+§,

n

% 4 4
11.11) Omna / ttan®tdt = / t(l + tan® t) dt 7/ tdt. On choisit, dans la premiére intégrale, v(t) = ¢ et
0 0 0

0

x fd 217 s 2 2
u/(t) = 1 + tan® . On obtient {ttant} ' /4 tantdt — [t} =-4 [lncoS(t)} oo T 1 In(2) — T
0

11.2 b) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit > 0. Par intégration

par parties avec u'(t) = 1 et v(t) =1Int, on a / ln—t dt = lnt / —dt = _z 1 + 1.
1

11.2 ¢) La fonction est définie sur R et y est continue. Soit x € R. On a, en choisissant u'(t) = 1 et v(t) = arctant,

¥ ® ot 1
/ arctan(t) dt = [t arctan t} - / e dt = zarctan(z) — 3 In(1 4 z*). D’ott une primitive.
0 0

1 2t 1 1 2t
et on trouve / (t> + 3t —4)e* dt = {(t2 + 3t — 4)62} - / (2t+ 3)% dt. Puis, pour la seconde intégration par parties,
0 o Jo

2t
avec v(t) = 2t + 3 et u'(t) = %, on trouve :

1 2t 2t 1 1 1
€ [} 1 2 11 52 1|:2t:| 5 2
— 2t —dt=2—|(2t — =~ dt=—= - = - =2 _ &2
/0( —0—3)2 {( +3)4L—|—2/0e T 1¢ tale =3¢
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bl e bl
11.3 b)  On choisit d’abord u’ = exp et v = sin, d’ou : / e'sintdt = [e sint]o2 —/ e’ costdt. Ensuite, avec
0 0

- jus
2

1 z t
u = exp et v = cos, on trouve ez — [e Ccos t}

o

2 2 T
— / e’ sint d¢. Finalement, on a 2/ e'sintdt =e? + 1.
0 0

11.4 a) On effectue deux intégrations par parties successives pour déterminer, pour z € R, / sin(¢)sh(t) dt. On
0

+/ cos(t)ch(t) d¢. Puis, on
0

commence par choisir v’ = sin et v = sh; cela donne / sin(¢)sh(t) dt = {f cos(t)sh(t)}
0 0

— /z sin(¢)sh(t) dt.

choisit u’ = cos et v = ch, ce qui donne — cos(z)sh(z) + [sin(t)ch(t)}
0

11.4 b) Cette fonction est définie sur R% et y est continue. Soit 2 > 0. En choisissant u'(f) = 1 et v(t) = In®¢, on
x x

obtient / In’tdt = [t In® tﬁ — / 2Intdt. Puis, en choisissant u'(t) = 1 et v(t) = Int, on obtient :
1 1

mln2w—2[tlnt] +2/ ldt =zln’z — 2zlnx + 2z — 2.
1 1

x

T o2 2 A
/tln tdt = |—=1In"t —f/tlntdt.
: 50, 73,

3 « x 37,2
Puis, avec u'(t) = t° et v(t) = In(t), on obtient % In®z — %[t?’ lnt} + g/ Pdt =2 "z gx?’ Inz+ 1(3:3 -1).
1 1

11.4d) Soit z €] — 1,1[. En posant u'(t) = 1 et v(t) = ™" on obtient :

T x T —t
earccos(t) dt = |:tearccos(t):| _/ earccos(t) dt.
/0 0 o V1-—1t2

t
V1—1t2

xearccos(z) _ |: /1 _ tgearccos(t)j| v +/z /1 g2 -1 earccos(t) dt = Iearccos(r) _ 1— Igearccos(z) _’_e% _/I earccos(t) dt.
0 0 vV 1-— t2 0

Ensuite, en posant u'(t) = — et v(t) = ") on obtient :

r 1
Ainsi, on a / erecos(t) qp — aeamcos(””) (a: —\V1- x2) +
Jo
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