Prérequis

Fiche de calcul n°12 012A

Changements de variable

Primitives, dérivées. Changements de variables. Intégration par parties.

Fiche a faire apres le chapitre 10.

Changements de variable

00
Effectuer le changement de variable indiqué et en déduire la valeur de l'intégrale.
! 3
a) / V1—t2de avec t = sin 6 d) / sin®t cost dt avec u = sint
—1 0
° 1 ER 3
b / ——=dt avec u =Vt e / sin® t cos” tdt avec u = sint
' Vi e "y
1 1 4 1 f
——dt =e' / ——=d avec u = V't
c) /0 o avec u = e ) i
Calcul 12.2 00
Meéme exercice.
) / " sint dt t ' 1
a P —— avec = COs =
 3rcoti vec u d) /0 EEEE dt avec t = tanu
1
1 S 1
b dt avec u = e' - - —
) /0 2t et /\/§ A dt avec u = =
g “ Int
) /7dt avecu == — 1 n _
s VAL — 2 f) ) t+tln2tdt avec u = Int
Changements de variable et intégrations par parties
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Effectuer le changement de variable indiqué, continuer avec une intégration par parties et en déduire la valeur
de lintégrale.

4 An(vt—1
a) e‘/;’ dt avec u = V't b) / M dt avec u = V/t
1 3 Vit

Calculs de primitives par changement de variable

00

Déterminer une primitive de f en utilisant le changement de variable donné.

™ cosT + sinx 1
a $€}07—{’—>.— =t d zeRY — ——— =3
) 5 p—— avec u = tanx ) T Tt UE avec u = V/x
b) GRr—>—1 @ 1

T avec u = e o) z>1r _ P
1+ th(z) ) T avec u x
" 1
C) xER+’—>— avec u = vVe* — 1
et —1

Réponses mélangées

s 3 Ry — R ™ s 9
6 21n<2> { r +— 2arctan(ve® — 1) 2 3v/3 2e
I V3—1)n(v3 V3
— — 3 —2 -1l —1)—4+4+2
12 4 z =g ln(a:§ +1) (V3-1)In(v3—1) 2v3
1,400 — R T 1ln 2e+1 ].+7T T 11115
z > arctany/z? —1 2 2 3 4 8 12 22
R —- R ] E{
r e 2 2 arctan(e) — T 0 2l 7 R
] 2 z +— tanz + Intan(x)

» [Réponses et corrigés page 3|
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Réponses
™ s
12,0 a) . e — 12.2 @) i —
g HIt :
T 1.5
12,0 0D) o - 12.2 ) ZlnZ
) 5| nan
12.1¢) i 2arctan(e) — g 12.83 8) oo 2¢?
1 12.3b)........ —2(V3-1)In(vV3-1)—4+2V3
12,00 d) . -
: 0,2 R
T 124a)..... Jo.3l
12.10€) i o r +— tanz + Intan(z)
3 R —» R
12.1F) oo 2In| = 124 Db) ., r e
2 o T
2 4
12.2 a) T
odud L] o o o o o o o o o s s o o s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s 3\/3 12 4 C) .......... R+ % R
T — 2arctan( e?r — 1)
1 2e+1
12.2b) o 1n( ; > R > R
12.4d)................ 3., 2
p x = §ln(x3 +1)
122 C) et E
1,400 — R
124¢e).........
12.2d) e i n % °) { x — arctany/z? — 1
Corrigés
12.1a) On poset =sinf cee[—fq Ona 2 — cosd et done :
. pose t = s ave 2, 2 . a d@ = COSU e (o) :
1 z s sl
/ 1—152d15:/2 \/1—sir126’c059d6’:/2 c0520d9:/2 %:g.
- -3 -3 -3

12.1 b) On pose u =/t avec t € [1,3], donc t = u?etue [1, \/§] On a j—t = 2u et donc dt = 2udu. Ainsi :
u

3 1 V3 2u V3 T w T
e [P o] o2(TT) =T
1 VE+ V3 1 utu 1

12.1¢) On pose u=e avect € [0,1], donc t =1Inu et u € [1,e]. On a g—t _1 et donc dt = d—u On obtient :
uoou u

[\V]

SE

1 1 e e e
idt:/ %dt:/ 2 T d—u:2/ %du:2[arctanu} = 2arctan(e) —
o cht o e +e” 1 Ut ou 1 14w 1

d ! 3
12.1d) On poseu =sint avec t € [0, g} .On a ditL = cost et donc du = costdt. Ainsi, / uw?du = / sin® ¢ cos ¢ dt.
0 0
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1" 1
12.1 e) Remarquons qu’onacosSt:(1—sin2t)cost. On pose u = sint avec t € [O,g}.Ona%zcostet donc
1 z = )
du = costdt. Ainsi,/ U (17u2)du:/2 sin® ¢ cos® ¢ dt. Puis,/2 sin® t cos® t dt = [1u471u6} _E,EZ 1
o o o 760 T 16 12
....................................................................... e g S
12.1f) On pose u =t avec t € [1,4], donc t = u” et u € [1,2]. On a ™ =2u
u
Ainsi /4 L dt—/2 2u du—2/2idu—2{ln(1+u)} = 2(In(3) — In(2))
....... horwyE e e
12.2 a) On pose u = cost avec t € [0, 7] Ona%——sint Ainsi /1 #du—/wﬂdt et, finalement
’ P N T dt ' "oy 34w, 34 cos?t ’ ’
1
™  sint 1t 1 1 U ™
7(1,5:,/ —— du = —= |arctan — = —.
/03+cos2t 3.0 (u)2 \/5[ \/3}1 3v3
+ I,
V3
12.2 b) Onposeu:etavecte[(Ll},donct:lnuetue[Le].Onaj—:L:fdoncdt:fdu
1 e e
. 1 1 1 1 ¢ 1 2e+1
Final t = —du= du= |zIn2u+1)| ==
1nau3men,/0 Gy /2 T, /12u—|—1 u [2 n(2u + )]1 2n( 3 )
....................................................... T R
12.2 ¢ En posant u = t—1,ona/ 7dt:2/ 7du:[arcsinu] ==
.......... e T e T VA o TR
12.2 d) On pose ¢t = tanu avec u € [0,4} Ona%z(l—‘—tan u)
u
1 z ™ ™
. 1 1 1 I 1 cos(2u) +1 1 =
A ——dt = ————du= du = ———du=-+ —.
1n51,/O ESDE /0 T anZa U /0 cos” udu /0 ) u 4+8
.............................................................................. [
12.2 e) Onposeuzfavecte[\/iZ].On ﬁ———z.
., du U )
2 L L L
1 ) 1 1 2 1 2 s
Ainsi,/ 7dt=—/ 7—2du:—/ 7du=—{arcsinu} = —.
vatviz —1 %%‘/u%—lu %\/1—u2 L 12

2
e Int 2 1 212 1. 5
———dt = du:[flnlJru } =—In-.
/C t+tln?t¢ /11+u2 2 ( )1 272

4 3
12.3 a) En posant u = Vt, on a / eVidt = / 2ue” du. Cette nouvelle intégrale peut se calculer en faisant une
1 1

2 2 2
intégration par parties. On trouve : / 2ue" du = {Que“} - / 2¢" du = 2¢°.
1 1

4 1n \/{ -1 2 1 2
12.3b) En posant u = /%, on a / th = / MQudu = 2/ In(u — 1) du.
3 Vi V3 U
On fait maintenant une intégration par parties :

2/\/§ln(u— 1)du = 2[(u— 1) In(u — 1)]\/§—2/\/§du= —2((\/3— l)ln(\/g— 1) —442V3.

5
12.4 a) La fonction est bien continue. Soit (a,z) € ]0, g [ .

x cost
+ sint

* cost + sint
costtsint dt en posant v = tant.

On calcule - dt qui est aussi
sint cos? t cos?t

a a

1 x t int tan 1 tan
On a dt = du et, ainsi, / w dt = / (1 + f) du = [u +1In u} = tanz + Intan(z) + C™*.
cos?t . sintcos?t tana U tan a

12.4 b) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit z € R. On s’intéresse a
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v 1 1
/ ——_ dt dans laquelle on pose u = €', ¢’est-a-dire ¢ = Inw. On a donc ﬁ = — et ainsi :
o L+th(?) du

I | 11 S| 1 1 11 r e
- _dt= —  “du= — 4+ —d :[71 f—} =2 _ cste,
/0 1+ th(?) /1 L /1 2w T T 2 T e 2 4

On pouvait aussi faire sans changement de variable en écrivant, pour ¢t € R :

1 1 et+et 1 ot
= — = =-(1+e?).
1+th(t) 14 if;j 2e? 2

12.4 ¢) La fonction est définie sur R} et y est continue.

dt 2
Avec le changement de variable u = Vet — 1, on a t =1In(1 + u2) et, ainsi, 01 Jru 5-
U U
Soit z > 0. On a ainsi /I _ dt = / o 1 _2u du Z{arctanu} o 2arctan(v/e® — 1) 4+ C*°
: 1 Vet—1 o1 w1+ u? =1

12.4 d) La fonction est définie et continue sur R} .

dt
Le changement de variable u = {/t donne t = u® et, ainsi, — = 3u®. Soit > 0. On a :

du

Vo 3,2 Vo 3, 3 Ve 3 2
= d :{71 2 1] = Zln(z3 +1) 4 C**.
/1t+\f / wrud /1 e g D] =gh@r+ )

12.4 ¢) La fonction est définie et continue sur |1, +o0].

dt U
Le changement de variable u = \/t2 — 1 donne t = \/u? + 1 et, ainsi, — = ———. Soient a >1et z > 1. On a :
& du v u2 +1

z 1 ste
du = arctan v/ x 1+C
/a t\/t2 a2 uvuz + 1+ u2 /,/ u2 +1
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