Fiche de calcul n°13 013A

Intégration des fractions rationnelles

Prérequis

Fonctions In et arctan. Division euclidienne entre polynomes.
Petites décompositions en éléments simples.

Forme canonique d’un trindme du second degré.
Changements de variable affines dans les intégrales.

Fiche a faire apres le chapitre 10.

Cas élémentaires

Calcul 13.1] — Premier cas (I). L)

Calculer les intégrales suivantes.

21 S |
e b At o
2) /1t+1 ) /12t+1

Calcul 13.2] — Premiers cas (II). 00

Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.

2
6 1 @1
a) /1 e dl b) / Ab oo
3 b + 1 0 t +a
— Deuxiéme cas. 00

Calculer les intégrales suivantes, en effectuant d’abord une division euclidienne entre le numérateur et le
dénominateur des fractions en jeu.

1

2 2 5 2

1+t+¢ 2 1+2t+ 3t

2) /Ldt ............ b) / 203t g
Y 1 4+5

Calcul 13.4] — Troisiéme cas (I). L)

7
Dans ce troisieme cas, il s’agit de reconnaitre une expression du type -

Calculer les intégrales suivantes.

9 =
2t+1 2 t
a) / mdt ............ b) \/1 ﬁdt ..............
1 3 + 3

Calcul 13.5| — Troisiéme cas (II). 00

Soit a € R. Calculer les intégrales suivantes.

ﬂt_;’_L 1
a)/ V2 g b)/ %dt .............
1 4V2t Aoa2 41
va

Cas plus avancés
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— Exemple détaillé d’un calcul d’intégrale.

a) Quels sont les deux zéros de t — 12 — 3t 427 ... e

1
b) Trouver deux réels A et B tels que, pour tout ¢ € R\ {1,2}, on ait

A

t—-1)(t—-2)

4
c) Calculer/ ——dt
3

Calculer les intégrales suivantes, en procédant comme ci-dessus.

—a

a
Soit a € ]0,1[. Calculer /

0
Cinquieme cas

alcul 13.9] — Une primitive a retenir.
Soit a € R*.

1
a) Calculer la dérivée de x — — arctan<£>
a a

b) Donner une primitive de  —

calcul 13.10

Calculer les intégrales suivantes.

2

1
1 1
———dt ... Calcul ———dt
a) /0t2—|—1 c) acuer/_1t2+2
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— Mise sous forme canonique. o
Soit a € R*. Mettre sous forme canonique les expressions suivantes (ou z € R).
a) w a4+l c) 2x2+ix+\/§ .........
V2
b) 222 =3z 41 ..., d) ax’?+ad’x+ad® ...
Jalcul 13.12 00
Calculer les intégrales suivantes.
1 1
1 1
——dt ... dt ...l
2) /0 112012 °) /0 1—t+12
1
0 =
1 4 1
b ——dt .. d ——dt ...
) /_11—|—t+t2 ) /0 6t2 — 5t + 1
Jalcul 13.13 000
Soit a > 1. Calculer les intégrales suivantes.
3 1
a BT e /2P
) /_% 3t2 + 2t + 10
1
1
b Al o
) /0 t2—(2a+1)t+a®+a
— Un calcul plus difficile. 0000
L
Calculer / Al
o 1+

Réponses mélangées

2 33 ™ 1 Va—a T 1 51 21 1 T
v woam wa"Cia) 1 mtatwm 3@+ )
21n%l 1n(a2a2 1) 1n(2\/\/§—1) % —1In(3) let2 iln%

2 2
bnt) () () D &
\/§(x+§)2+\/§% In(2) %mg a(a;+g)2+3+f ln<g> In(a +1) %m(%)
23/5 - Jler ln<§) ; () -n@) A=-letB=1 2111%l %

» [Réponses et corrigés page 4|
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Réponses
3 13.6Db)...... A=—let B=1 1\ 2
13.1a) .c.ooiiinn.., ln<2> ’ ‘ 13.11a)........ (m + ) + 3
4 2 4
13.6¢C)..vvinininii.. 2In -
13.1 D) L) (5) ° 3\* 1
.............. —n{ =
2 \3 18.78) oo “m(3)] 1311b)...... 2<~”‘7—4> ~3
13.28) .o oln L 13.7 b) 2n = NG 1)2 \f15
10| 187D).. 3 13.11 ¢) 2(334_1) 4 2?6
13.2b) ... In(a+1) 1,3 2 343
- 13.7 C) ................. 51115 13.11 d) ..... a<x+%> +%
13.3a)....... — +1n(3) — In(2) 1 1
2 13.7d) e “lns 1
i 13.128) .o 5
13.3 b) RN
Bb)..... s a1 . N =
13.8 ....... mln ata 13.12b) ..o —
7 3v3
13.4a) . ..o In{ =
5 13.9 a) o 2
AV A a2 +.T2 13.12 C) .................. 37\/3
33
13.4b) ... In 2 : -
13.9b).......... - arctan(f) 13.12d) ... In(2)
a a
13.5a)....... ln<2\/\/§—1> s
1810 8) coooeeeeani % 1318 2) oo 12
1 a+1 a?
13.5b)......... —1 7T _
) g n( 5 ) 13.10b) oo Ve 13.13b) .o 1n(a2 - 1)
13.62) ..o ™ 1 -
13.10¢) ..o — 13.14 ........ “(In(2) + —
2V2 3 V3
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Corrigés

13.1 a) La fonction ¢t — 1/(t+1) est bien définie et continue sur [1,2]. Une primitive de cette fonction est la fonction

2 2
t — In(¢ + 1). Donc, on a / H% dt = {ln(t + 1)] = In(3) — In(2). Enfin, on remarque que In(3) — In(2) = ln(g).
1

13.1 b) On procéde comme précédemment, mais on remarque qu’une primitive de t — 1/(2t+1) est t — ———=:

attention & ne pas oublier le facteur 1/2! On calcule ensuite :

/2 Lo [ln(2t+1)]2 _ () —In(3) _ lm(?).

2

1 2
13.2 a) On commence par simplifier I’expression intégrée. Pour ¢ € R convenable, on a : —— = —, en multipliant
I+l e+

« en haut et en bas » par 2. Donc, on a :

1 1
16 16
/11 tlldt:2/11 11dt:2{ln(t+%)}
5 5 +1 s t+ 5

2

o= g

9 5 9x8 9
f2(1nE71n§> 721n5><16 f21nﬁ.

Le résultat est strictement négatif puisque 9/10 < 1.
C’est cohérent car on intégre une fonction positive ou nulle entre % et Tls’ donc « a rebours ».

P 4t+1=(+1)t + 1.

1+t+1t°

Donc, pour t € R convenable, on a 1

1
=t+ T+ Donc :

P14t+17 2 2 3 3
/1 17“(”_/1 td”/l 774t = 5+ (In(3) ~In(2)) = 5 +1n(3) - In(2).

Pour la seconde intégrale, on a utilisé un calcul fait précédemment.

13.3 b) D’abord, on fait une division euclidienne et on trouve 3t* 4 2t + 1 = (4t + 5) (§t — l) + E

4 16 16
Puis, apres calcul, on trouve :

1 1
2/3 7 5 7 1 2 1 1 19 1 21
é(4tm)dt—%%—@ et / =g -w ) =g

© s s . 1 51 21
Ainsi, 'intégrale cherchée vaut 18 + o In 19

7241 ) 2 .
/1 Eriri = [ln(t +t+1)}1—1n(7)—1n(3)_1n(§),

3 11 7 11x9 33
L= n :ln( ):1
3 12 x7
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13.5 a) On calcule :
V2t % . V2 2t + \[ 1
/1 YT /1 v [hﬂ(t + ft)} = 5 (In(4) ~In(1 + v2))

1
2
—ln 74 —ln —4(\/5_1) —ln — =In -
_21< 2>_ 1((1+\/§)(\/§_1)>_21(4(\/§ 1))_1(2 V2 1).

13.5 b) On force la dérivée du dénominateur a apparaitre au numérateur. On calcule :

l\D\)—A

1 1
¢ 1 2t 1 1 fa+1
' at= = dt = [1 2 1} — (1 1) — In(2 =71( )
Lat2+1 56 |1 am ¥ =g | e+ 1)), =g (In(e+1) —n(2)) = 5-In( =
va Va Va

13.6 b) Supposons que A et B soient trouvés. En particulier, pour ¢ convenable, on a :

1 B(t—1)
t—2*AJr t—2

Cette égalité est encore valable pour ¢ = 1 (par exemple par continuité). En évaluant en ¢ = 1, on trouve A = —1.
De méme, on trouve B = 1.

13.6 ¢) D’apreés ce qui précéde, on a :

/:ﬁdt:/:mdt: /:(t—l)t— dt—2/t_—Qft_—ldt—Q[ln(tfmfln(tfl)L

t—2\1* 2 1 2 4

[\

1 1 1 1
13.7 a) Pourt € [0,1] Onat2—4:1(t—2_t+2) Donc, on calcule
Y4 o 1 ! 2—t\1! 1
—dt = —— — —— |Jdt=|In(2—-¢t) —-In(24+1¢)| =|1 =In-=-1 .
/0152—4 /0(75—2 t+2> [n( )—In(2+ )}0 [n(2+t>}o ng=-m@)

1 1
13.7 b) Déja, pour t € [2,3], on a i1 Donc, on calcule :

3 2 3,01 1 3 t—1\13 2 1
——dt=2 —— ——)dt=2|In(t —1) — In(¢ =2|In{ — =2{In=—-In=) =2In-.
/2t2—t /Q(t—1 t) [n( ) n()L [n( t )L (nz n2> "3
.................. B L B S R
13.7C) DEJa7p0urt€[071]7ona.t +4t+3:(t+1)(t+3)etmzi(m_m)
On calcule ensuite :

1 1
/;dtzl/(ifi)dt
o t2+4t+3 2 /o \t+1 t+3

1 1o t+1\1' 1/ 01 1\ 1. 3
=3[ mern-mesn)] =3[ w(Gg)] =g (mgmg)=gm;
13.7 d) Soit t € [0, ]. Déja, on a _1 1 Puis, on calcule
o >3l y 2 —1 1 t*% t+% .
51 1 [s) 1 1
3 3
[t (2 )
o -1 71 ) \i=T iyl
1 31 Lot\1s 1. [1/6\ 1.1
2| (L —¢) - In(t 1]3:7[1 2 }3:71 2 = 2.
4[n(2 ot =gl T )l TaGs ) Tt
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1 1 1 1
13.8 Déja, on remarque que, pour ¢ € R convenable, on a —— ( — ) Donc, on a :

2 —a 2Ja\t—va t++a

@ 1 | va—t\]“ 1 Va—a

L | 1 t ! 1 1 17 T
13.10 b) O / dt = | — arctan| — =— tan| — | — arctan(0) | = —= = ——.
i On & o *+3 L/garc an(\/g>L \/§<arc an(\/g) arctan( )> 36  6v3

2 1 t \1° 1 1 1 1
/_1 m dt = {\/ﬁ arctan(\/i)] » = ﬁ (arctan(ﬂ) - arctan(\ﬁ)) = ﬁ <arctan(\/§) + arctan(ﬂ))

. . . 1 us
Or, on sait (c’est un exercice « classique ») que, pour tout > 0, on a arctan z + arctan — = —. Donc, on a :
T

13.11 a) On force le terme en z & apparaitre comme le second membre du développement d’une identité remarquable

2 Ny . . N N L s . . L2
(z +a)”, o a est & déterminer. Puis, on force & apparaitre le troisitme terme de 'identité remarquable (ici, a”), qu'on
ajoute-soustrait. On trouve :

r +zrx+l=x +(2><§><x)+1:w +(2><7><$)+<§) —(5) +1:(ac—|—f) +

13.11 b) On procéde comme précédemment mais on commence par factoriser par 2. On trouve :

2 2
2x2—3x+1—2(x2—2Xm+;)—2(x2—2xixx+(i) —(Z) —l—;)

13.12 a) Oncahlcule/I;dt—/1 L dt—[il}l—1
’ o 1+2t+t2 7 Jo 1+0)2 " L1+tly 2

0 .0 1 %
/ ﬁdt:/ 1123dt:/2112d9:2|:arctan<29):| (enpOS&DtH:t-‘,—%)
a1+t 1 (t+3) 432 -1 92+(73) V3 3)]1
1

_ 2 arctan L —arctan| —— —ixarctan L\ _ _4r 27
V3 V3 3 3 3) V3x6 3V3
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13.12¢c) Ona:

1 1 1/2
/ %dt:/ %dt:/ S
0o 1—t+t o (t—1/2)%+

1/2 1 1/2 4 2
—2/ 2d0:2{farctanf} = —arctan — = — =~ = =1 (avec a = *22)
0o g2y (v o V3 V3 V36 3V3
02+ 15
SR R R R PP PSRRI
13.12 d) Déja, ona 6t” —5t+1=6(t— 3) (¢t — ), pour t € R. Donc /4;d:1/4 ! dt
| =) ey @ T e
1 1 1
Or, pour t € R convenable, on a : T ~ =6 T T |. Donc :
DM IS

i . NE- INE 1/4 1/2
/0 mdt: [1n(§—t) —1n(§—t)]0 = {ln<§—t>h :ln<1//12> —1n(1§3> =In(3) — In(3/2) = In(2).

13.13 a) On calcule :

/

[SMIN]

2 2
1 5 1 5 1 5 1
! 3t2+2t+@dt:/13 212 mdt:/l 1?10 dt:/ e
3 3 —53(P 45+ 5 ~53(t+3) + -

13.13 b) Déja, on remarque qu’on a, pour ¢ € R convenable, t* — (2a + 1)t +a”> +a = (t — a) (t —(a+ 1)) et :

1 1 1

t-a)t—(at1) t-(a+1) t-a

Donc, on a :

/01 t2—(Qa—&—i)t—&—az+adt_/01<t—(i+1) - t—1a> di = [ln(a+1_t> _ln(a_t)]:: [111(%)}:
= (%) - m (1)) :m(a;fl).

1 1 1 2—t
13.14 Déja, pour ¢ € [0,1], on a = (

i
. 1
58 3 1th-|-1715th?>,Ensulte,oncalcule/O —1+tdt:ln(2).
Puis, on remarque que 2ot _%(Qt_l)—i_%et e
uis, on remarqu u = ue :
R R 1=t 42 4

/1£dt*[1n(1—t+t2)}1*1n(1)—1n(1)*0
o 1—t+t2 0o o

1
1 27
Or, on a vu plus haut que / —— dt = ——. Donc, on trouve :
’ o 1—t+1¢2 3v3 ’
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