Fiche de calcul n°16

Trigonométrie et nombres complexes

Prérequis

Formules de trigonométrie.

A exercices difficiles

Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Arc-moitié, arc-moyen

016A

00
Ecrire sous forme trigonométrique (¢est-a-dire sous la forme re'?, avec r > 0 et 6 € R) :
a) 14e® ... e) —l—e® ...
b) 14+e€e%s ..., f) 1—e12 ... ... ...
[ 1+el's
iz
c) e v —1 ... g) Tl e
. 27
d) 14ie's ... h) (L+e'e)" ...
Calcul 16.2 ()
Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme re'’, avec r > 0 et € R) :
a) eF 4elt L b) elF —elz L
Linéarisations et délinéarisations
A [Calcul 16.3| — Linéarisations. o
Linéariser :
a) cos®(z) ..., d) cos(3x)sin®(2z) ...
b) cos(2x)sin?(z) .... e) cos®(2z)cos(3z) ..
c¢) cos?(2x)sin®(x) ... f) sin?(4x)sin(3z) ...
Calcul 16.4] — Délinéarisations. o
Exprimer en fonction des puissances de cos(z) et de sin(z) :
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Factorisations

Factoriser :

a) cos(x) + cos(3z)

b) sin(5x) — sin(3x)

Factoriser :

a) sin(x) + sin(2z) + sin(3z)

b) cos(x) + cos(3z) + cos(5x) + cos(7x)

2m s
c) cos(z)+ cos<az + ?> + cos<x + 5

5)

b) sin(4x) ...
00

c) cos(z) —cos(3x) .....

d) sin(3z) + sin(bzx) .....
000

Réponses mélangées

sin(22) sin(2z) sin(8z) 1 3 1 T\ —rin
2 cos(6x) + ~ cos(4x) — S cos(2z) + ~ 2 (—) &
sin(2) 2sin(z) 3 cos(6x) + 1 cos(4x) 5 cos(2x) + 1 sin( 15 )e
5 i 57
2sin(z) sin(2x) 2sin(4x) cos(x) 2cos<1—72r>e51_ <—2 cos<1—g>>e‘?_
s H us 1 3 s
227 00827(%)614 2sin(27r—4)e_‘% 1 cos(3z) + Zcos(m) 2sin<1—)e_‘ﬁ
1 1 1 =
~1 sin(11x) + 1 sin(5x) + 5 sin(3x) 4 cos®(z) — 3 cos(x) 2 cos(E)elﬁ
1 1 =
~1 cos(4x) + 5 cos(2zx) — 1 2 cos(%)e‘sl_ 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin®(x)
_sin(9z) | 3sin(5z) sin(3z)  3sin(z) cos(9z) = 3cos(br)  cos(3z) n 3cos(x)
8 8 8 8 8 8 8 8
18x cos( 75 -
2cos<l)e‘% 2 cos(2z) cos(x) 2 cos(4x) sin(x) Me%
12 sin(g5)
» [Réponses et corrigés page 3|
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Réponses
16.18). oo 2cos( 13 ) ' 1 1 1
a) cos{ 15 )¢ 16.3b).........oll 1 cos(4x) + 5 cos(2zx) 1
7 x 1 1 3
16.1b) ..., —2cos( L) )e i 16.3 ¢) —=cos(6x) + - cos(4x) — = cos(2z) + -
12 8 4 8
—Tin sin (9 3sin(d in(3 3si
16.1C) e 2sin(%)e & 16.3 d) —bmé ) 4 S”;( 2) _ Smé 2) _ Slg(x)
5 o cos(9z)  3cos(bz)  cos(3z) = 3cos(z)
16.1d). o 2cos(172r>e512 16.3 e) 3 8 8 8
¢ 1. I 1.
16.1€) i, 2(:05(%)631%r 16.3f)....... 1 sin(11xz) + 1 sin(bx) + 3 sin(3x)
p i 16.4a) ...oooviiii. ‘40053 — 3cos(x ‘
16.16) o oeoeeeee e QSin(ﬂ>e i5F
16.4Db).......... 4 cos®(z) sin(z) — 4 cos(x) sin® ‘
cos( L5 13im
16.1g). .o X (f) e 24 16.5a) . ..ooiiiii ‘2(:05 (2z) cos(z ‘
Sln(ﬂ)
P 16.5D) oo ‘2005 (4x) sin(z ‘
16,1 h) ceeeeenee el 927 cos”(ﬁ)elZ
16.5C) i ‘QSIH sin(2x) ‘
16.2a) ... 2005<E>ei% 16.5d) ..o ‘25111 (4x) cos(z ‘
. 3\ o3
16.2b) ..o 25 (75 )07 | 16,6 8) cvvrrreese . sin(%5') sin(2z)
sm(%)
1
16.3a) ... — 3 - i
8) T S A T D) e sin(82)
2sin(x)
16.6C) oot [0]
Corrigés
16.1a) Onal+et =¢'12 (efill + e%) = 2005(%) 1z
——
e e e e e e e e e e e e et
16.1b) Onal+e's =eT (6771‘; —|—e71]§) = 2005(?1-) S (—2005(%))e71‘§e7i" = (—2cos(%>)eﬂ?i
———
<
161) ..... O ......... 16_1_1%(_1%_1%)__11%(_2 ...... (1))_2 ..... (1)—1§—122(7)—71; .........
dc nae =e e el?) =e isin( 15 ) ) = 2sin{ 35 e = 2sin( 75 Je
16.1d) Onal+ic's =1+¢o 57T>: cos(‘rl)—;r)esli;r
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- - Z4+Z 'Efﬂ T _ T .
16.2a) Onae’ fe% =¢ "7 <e‘322 +61223> —2cos(%>el%
e e
o - l+i r_= r_ T - .
16.2b) Onaed —ef =7 (77 —e 7 :—2sin(1)1e5‘ﬁ :251n(1)e5’ﬁ 'z :25111(1) e 12
12 12 12
0
>

16.3 b) On calcule :

2ix —2ix iz —iz \ 2
- 1 ix —2ix ix —2ix
cos(2x) sin® () = <e J;e )(e 2,6 ) :—g(e2 +e? )(e2 —2+4e? )
1

1 iz —4ix ix —2ix
:fg(e4 +e ! 72(e2 +e? )+2)
= —% cos(4x) + %COS(2ZE) — i

16.3 ¢) On calcule :

2ix —2iz\ 2 / jz _ —iz\ 2 ) ) ) )
cos?(22) sin® (z) = (e —&-26 ) (e e > _ _%(ezhz _~_2+ef4lz) (emz _2_'_672195)

1 . . . . o Y r s
_ _E(661z_264lz+621z+26211 —4+28 21z+e 211_26 41z_’_e 61z)

1 i —6ix iz —dix iz —2ix
:——(66“4—6 O _ (e 4 7MY £ 3(e* e )—4)

16.3d) On calcule :

3ix —3iz 2ic _ —2iz \ 3 N . . ) i .
COS(3.’L’) sin3(2x) _ <e 4’26 > <6 216 > — _%61 (edlz + e—dlz) (eblz _ 36211 + 38—211 _ e—6lz)

1 iz —9ix 5ix —bix 3ix —3iz ix —ix
:71761(6 —e — 3™ —e ) 47" —e +3(e” —e ))

= —% sin(9z) + gsin(5m) — %sin(i{x) - %sin(m).
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16.4 a) On calcule :

cos(3z) = Re(e®™) = Re(( ) ) e((cos( )+ isin(:n))3)
= Re(cos®(z) + 3icos®(z) sin(x) — 3cos(z) sin’(x) — isin®(z))
= cos”(z) — 3cos(z) sin®(z) = cos®(x) — 3cos(x)(1 — cos’(z)) = 4 cos® () — 3 cos(x).

16.4 b) On calcule :

sin(4z) = Im(e*™®) = Im((eix)‘l) = Im((cos(a:) + isin(a:))4)
= Im(cos” (z) + 4icos®(z) sin(z) — 6 cos®(x) sin®(z) — 4i cos(z) sin® () + sin®(z))
= 4 cos®(z) sin(x) — 4 cos(z) sin® ().

16.6 a) Six € 27Z, alors cette somme vaut 0. Sinon, on a :

sin(x) + sin(2z) + sin(3z) = Im(e'” + &> 4 &**)
_ Im(l + eiz + (eiZ)2 + (eiz)3).

. . s o3 1_e4iz
e # 1dome L+e + ()" + ()" = T—-

En utilisant maintenant ’astuce de ’arc-moitié, on obtient :

sin(z) + sin(2z) 4 sin(3z) = Im (e%i: ~Asin(2r) sin(2a:)> =Im (eig?m si.n(QZB)) = Sin(%.l) sin(ch).

e'2 f2isin(

[SIE]
S—

16.6 b) Six € 27Z, alors cette somme vaut 4.

Si z est de la forme w + 2km avec k € Z, la somme vaut —4.
Sinon, on calcule :

cos(x) 4 cos(3x) 4 cos(5x) 4 cos(7x) = Re(e'” + e

Or, € £ 1 donc :

wl— (Pt o 1— (%) o eM” —2isin(4x) otie sin(4x)
1—e2iz 1—e2ie — ° eiz 2isin(z) sin(zx)

eiac (1 + (GQix) + (62ix)2 + (EQix)3> —e

Finalement, on a :
_ cos(4z)sin(4x)  sin(8z)
cos(x) + cos(3x) + cos(5x) + cos(7x) = Sn(z) = Ysina)’
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16.6 ¢) On calcule :

cos(z) + cos (:E + 2%) + cos (x + %T) = Re(eiz e ETE) 4 ei(”%ﬂ)) =Re| €” (1 +j +j2) =0.
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