Fiche de calcul n°18 018A
Coefficients binomiaux, bindme de Newton

La lettre n désigne un entier naturel non nul.

M exercices difficiles

Manipulations de factorielles et de coefficients binomiaux

Calcul 18.1) — Pour s’échauffer (I). L)

Donner la valeur des expressions suivantes :

| lou SRR ) (8
a 99| ........... C 1 5' ........ € g)

— Pour s’échauffer (II). L

Ecrire les expressions suivantes a 1’aide de factorielles, de coefficients binomiaux et, le cas échéant, a 'aide de
puissances.

a) 6X7Xx8x9 ............ €) 2XAX X (20) ernn..
6x7x8x9
b) m ........... d) 3><5><X(2n—|—1)

Calcul 18.3] — Avec des parameétres (I). L)

Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre k désigne un entier naturel tel que k& < n.

a) (;) (pour n>2) ....... d) (n :;2)! .................
n 1 n
b) (3) (pourmn >3) ....... e) Pyl ar s TRRERREERER
I n+1)! nl
C) (ﬁ) ................... f) (22(n7+1)) - 27” ..........
(k+1)

a [Calcul 18.4] — Avec des paramétres (II). 00

Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre a désigne un nombre non nul.

1 1 1
n! + 2n x (n+1)! + 2 x (n+2)!

B(n+1))! ) (3n)!
a3 (n+ 13 7 a® x (nl)?

b)
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Autour du bindome de Newton

0o
Calculer les sommes ci-dessous a 'aide de la formule du binéme de Newton.
S k(T - 2n—k (T

a) Z 2 (k) ............. c) Z 2 ( k) ..........

k=0 k=0
b) S (~1FH (Z) ........ Q) Y ok (k> x gan—k+1

k=0 k=0
00

a) Développer a l'aide de la formule du binéme de Newton (1 4+ 1)" 4+ (1 —1)" ..........

L3
b) Calculer Z (;; > ..................................................................

p=0
a [Calcul 18.7 00

En utilisant la fonction  — (1 + )", ses dérivées d’ordre 1 et 2 et sa primitive s’annulant en 0, calculer :

k=0 k=0
- n i n 1

b) > ( > Xk i d) ( ) .......
= \k — \k) k+1

a [Calcul 18.8 0o

a) Donner le coefficient de ™ dans le développement de (1 + )%™ ......................

n 2
c¢) Calculer Z <Z> ..................................................................

k=0
Réponses mélangées
2n (2n+1)! n 1
=t ! n il
(n) 56 TR 10100 2" x n! 3 (n+2)(n+1) o
33n+2)(3n+1) 140 - 9! n(n —1)(n —2) (n+1)3 n(n —1)
a3(n+1)2 5! 6 nx (n+2)! 2
n 2
2n n k+1
15 0 2n—t 2" 720 1)2m—2 —
) 2 (&) nlnt+1) e
5]
1 antl 1 n! x (n —3) 9 X [(n
12 x 15" A — 2
x (n+1)! n+1 2242 (4) 8 pZ:: <2p>

» [Réponses et corrigés page 3|
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IFiche n° 18. Coeflicients binomiaux, binome de Newton|

Réponses
181a)........ceent 10 100 -1 -2 185d)......oinit. 12 x 15"
) 18.3b) ....... n(n 6)(" ) )
181b) ..o, 720 B "
1 k+1 18.6a)......... 2%y ( )
183 c)....oiiiil
18.1¢C) i = c) p— = \2p
18.1d) .o 18.3d)......... (n+2)(n+1) 18.6b) ..o, 2n !
18.1€) e, 1 18.7a) e, 2"
18.3¢€) ..., CES]
18.1 ) .o, 140 DY ey i
9! n! x (n —3) n—2
18.28) ..o S| 1830 . | 8T n(n+1)2
2n+1_1
9 (n+1)3 18.7d) .. -
182Db). i 184 a)........... —_—
) () ) wx (4 2)] ntl
2n
18.2¢C) ... 2] g 33n+2)Bn+1)]|  18.8a).iiiiiii ;
A4b)..... TP
(2n+1)!
18.2d) .., n N2
27 x n! 185 a) . iiiiiii. 18.8Db)............. Z (k)
—1 18.5b) e, =0
18.32) .eunin... ”(”2 ) ) [o]
185C) ..................... 1880) .......... 2n
........ N
Corrigés
101! 101 x 100! 101 x 100 x 99!
18.1a) On calcule.w— 091 = 901 = 101 x 100 = 10 100.
................................... T T PP
18.1b) On calcule %:mxg;gw':loxgxg:mo.
................................. e s
18:1¢) Onealeule: 5= 5= o1 =5~ 5 5 5x4x3x2 30
6 6! 6x5x4 6x5
18.1d) On calcule <2> S o al = axal 3 = 15.
8 8! 8x7x6x5 8xT7x6
18.1e) On calcule <3>_3!><5! TRV = ~3%3 =8 x 7 = 56.
7 7! AXxTx6xbx4x3 7Tx6xbHx4
18.1 f) On calcule : 4 x (4>_4X4!><3!_ I EIE] = 533 = 140.
............................................................................................................................................... s
18.2 a) Pardéﬁnition,9!:(2><3><4><5)><6><7><8><9:5!><6><7><8><9.Donc,6><7><8><9:%.

i
18.2 b) Comme pour le calcul précédent, on a 6 X 7 x 8 Xx 9 = % Or, 2 x 3 x 4 =4! Ainsi:

6x7x8x9_g!xl_ 9y (9
2x3x4 574 \4)  \5)
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18.2 ¢) On peut mettre 2 en facteur de chaque nombre du produit 2 x 4 x 6 X --- x (2n), produit qui contient n
facteurs. Ainsi, on a :

18.2 d) On multiplie le produit 3 x5 X 7 x -+ X (2n+1) par le produit 2 x4 X 6 X - -- X (2n) de la question précédente.

On obtient ainsi le produit de tous les entiers compris entre 2 et (2n + 1). Il s’agit donc de (2n + 1)L
Donc, on a :

_ (2n+1)! _ (2n + 1)!
BXOXTx ><(2n+1)_2><4><6><-~-><(2n)_2"><n!'
....................... , _nl_nx(n—l)x(n—2)l_n(n—1)
18.3 a) Par définition, (2> S xmo % (1= 2)] = 3
P ny _ n! _nx(n—-1)xMn-2)x(n-3)! nn-1)(n-2)
18.3 b) Par définition, (3) = % (=3 3% (0 3)] = 5
18.3 ¢) On calcule :

B (k+1)Ix (n—(k+ D) (k+1)xklx(n—k-1)1 k+1
(kil) WM k! x (n —k)! n! E'x(n—k)yx(n—k—-1)! n—k
........................................ D T I LTS T TP PSP PP T PP PP PSP PP PSPPSRSO

18.3 d) On calcule ( 2'2) = (n+2) Xf;?le) X (n+2)(n+1).
18.3 ¢) On réduit au méme dénominateur 1 n = ntl n (nt+1)—n = 1

i =

n (n+1)! (n+1)xn  (n+1)

18.3 f)  On réduit au méme dénominateur :

(n+1)! ! (n+1)!  2°xnl m+1)!—4xn! (n+1)xnl—4xn! nlx(n-23)

22(n+1) — 92n 92n+2 | 92 w 92n 22n+2 - 92n+2 - 92n+2

1 2n(n+1)(n+2) 1 _ n+2 ot 1 _ n
n! nlx2nn+1)(n+2)’ 2n(n+ 1! 2nx (n+1)!'x (n+2) 2(n+2)!  2x(m+2) xn’
D’ou
1 1 1 n(n+1)(n+2)+n+2+n
nl " 2nx(n+ 1) 2x(n+2)! 2n x (n+ 2)!
_2(n+1)(nn+2)+1)  (n+1)(n®+2n+1)
2n x (n+2)! N n(n + 2)!
3
Ainsi, onai—i— ! + ! = (nt+1)

nl 2nx(n+1)!  2x(n+2)! nx@m+2)

(3(n+1))! LB (3n 4+ 3)! N a®™ x (n!)?
a3+ x ((n4+1)N3 ~ a3n x (n!)3 ~ a3nt3 x ((n+ 1))3 Bn)t

(Bn+3)!'=Bn+3)x(3n+2) x (3n+1) x (3n)!
3n+3 _ _3n 3
a =a"" xa

(n4+ 1D =((n+1) xn)® = (n+1)° x (n)>.
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Ainsi :

(3(n+1))! . (Bn)! _ (Bn+3)Brn+2)(3n+1)
a3+ % (n+1)1)3 * a3n x ()3 a® X (n+1)3
_3n+1)Bn+2)Bn+1)  3(3n+2)(3n+1)
- a® x (n+1)3 - ad(n+1)2
18.5 a) On constate que z”: 2k (Z) = z”: (k) 2k x1mF=(241)" =3"
k=0 k=0

k+1 (T n k n—k _ Y/ \k n—k __ _ n __
> (=1 (k)_Z( 1)><(k)(—1) x 1 1x > (k)( DFx 1" F = (1) x (=14 1)" =0
k=0 k=0 k=0
18.5 ¢) Oncalculekz_; 22""“<Z> _; 2”x2""“<z>_2”x; (Z)z”"‘xﬁ 2" x (142)" = 2" x 3" = 6"

18.5d) On calcule :

Z ok+2 (Z) x 3kl Z 22 % 9k (Z) x 3MH1 5 gk — 4y gnHl o Z (Z) ok x gnk
k=0

k=0 k=0
=4x 3" X (243)" =4 x 3" x 5" =4 x3x3" x5" =12 x 15™.

18.6a) On développe (1+1)"+(1—1)"=> (Z) +3 (-n* (Z) =3 (Z) (1+ (=1)").

k=0 k=0
Or, 14 (=1)" = 2 si k est pair et 14 (=1)* = 0 si k est impair.
Ainsi, en notant P = {k eN | 0<k<netk pair}, on a :

T+ +1-1"=> (Z) x2=2xY (Z)

Or,sikEP,ilexistepeNtelquek:2p.CommeO<k<n,0naalor50<2p<netdonc0<p<g.

P n
Comme p € N, on peut aussi écrire 0 < p < ng

Ainsi :
L5 L5
n n n
= t (1+1)" 1-1)"=2 .
Z(’f) Z<2p> AT e (2p>
kepP p=0 p=0
N Y 1 .......................................................................
18.6 b) On déduit de la premiére question que Z (Qn) = 5((1 +D) (1 -1 =21
................................................................... D e
18.7a) Ona(l+z)" = Z (Z) 2*. En évaluant en & = 1, on obtient (14 1)" = (k) Ainsi, Z (Z) =2"
R s PO PO PPRY. st SOPDPP
2. N . n __ n k . n—1 __ k-1
18.7 b) En dérivant par rapport a z la relation (1+z)" = Z (k)m , on obtient n(1+x) = Z (k) xkxx
k=0 k=1
En évaluant en = = 1, on obtient n(1+1)""' = ; (Z) x k. Ainsi, ; (Z) x k= 2 <Z> X k=n2"""

18.7 ¢)  On dérive deux fois par rapport & z la relation (1 + z)" = Z <n> z*.
k=0
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On obtient n(n — 1)(1 4 2)" > = <Z> X kx(k—1)xz" 2

k=2
) Xk (k—1). Ainsi, Y (Z) xkx(k—1) = n(n—1)2""2.

k=2

Or7parlinéarité7onaz <Z> xkx(k—1)= Z) xkx(k—l):z (Z) ><k2_z <Z> x k. Donc :

k=2 k=0 k=0

On évalue en z = 1 pour obtenir n(n—1)(14+1)""2

Il
-
I 3
V]
N
> 3

Z (Z) < k2 = Z (Z) xkx(k-1)+ Z (Z) xk=mn(n—12""2+n2""' =n(n+1)2" 2
k=0

1 n41 1 - n 1 k41
1 - = ML
L S DD (k:)xk-i-lm

k=0
1 1 S 1 S 1 ol
En évaluant en = = 1, on obtient 1(1 + 1) e kz_o (Z) X P Ainsi, kz_o <Z) X Py il
................................................... 2n2
18.8 a) On développe (1 4 z)*" = Z (]:L) z®. Ainsi, le coefficient de z™ vaut ( )

18.8 b) On obtient une contribution en z™ dans le produit (1+z)"(1+2)" & chaque fois que I’'on multiplie un terme de

k . —k .
la forme arx” dans le premier facteur avec un terme de la forme b,,_,z" ™" dans le deuxiéme facteur, et ce pour toutes les

valeurs de k entieres naturelles et inférieures ou égales A n. Or, (14+x)" x (1+z)" = (Z (Z) xk> X (Z (Z) xn_k> .

k=0 k=0

n 2
Donc, le coefficient de z™ vaut Z (Z) .
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