Fiche de calcul n°19

Manipulation des fonctions usuelles

Prérequis
Dérivation, équations du second degré.
Chapitres 3 et 10.

A exercices difficiles

Calculs de valeurs

019A

— Fonctions circulaires réciproques. o
Calculer les valeurs suivantes.
1 3
a) arcsin{ — | ... d) arctan i ...............
2 3
arcsin(?)
b) ———& e) arctan(l) .............. ...,
arccos(?)
1 1
1 f) arccos< + > ............
c) arccos() ............... 3 6
V2
Calcul 19.2| — Valeurs des fonctions hyperboliques. o
Calculer les valeurs suivantes. On rappelle que, pour = € R, on pose th(z) = sh(xz)/ch(z).
a) ch(0) ... d) sh(In(3)) ....cooovviiniiatn.
b) sh(0) ... e) ch(In(2/3)) ...l
¢) ch(In(2)) ..oovviiiiiii, f) th(In(2)) ..ot
Calcul 19.3| — Identités de trigonométrie hyperbolique. 00
Soient x et y des réels.
Calculer en développant soigneusement, et en simplifiant au maximum, les expressions suivantes.
a) ch(x)sh(y) + ch(y)sh(z) ..o
b) ch(z)ch(y) —sh(z)sh(y) ..o
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Résolution d’équations

— Fonctions x — a”.

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.

a) 3= — ... c) 2°=3x4% ..........

b) 4°=2x2° .......... d) 10 =4 x 5% x 97 ...

a [Calcul 19.5| — Fonctions = — a® (plus difficile).

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.

On pourra faire intervenir une équation de degré 2 en posant une nouvelle variable.

) 2% AT S A

D) 167 — 3 X AT £ 2= 0 Lo

©) 2X 0% — 37— B = 0 L

Q) BT 327 L = 0,

Calcul 19.6| — Equations avec les fonctions circulaires réciproques.

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € [—1, 1] pour les deux premiers calculs, et € R pour les autres.

a) arcsin(z) = g ....................................................................
D) coS(ArcCoS(Z)) = 0 o .riit e
€)  arccos(CoS(X)) = 0 ot

d) arcsin(sin(x)) = g ................................................................
e) arcsin(sin(z)) = % ................................................................
£) tan(arctan(z)) = 1 ..ot

Calcul 19.7] — Equations avec des fonctions hyperboliques.
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Résoudre les (in)équations suivantes d’inconnue z € R.

On rappelle que, pour z € R, on pose th(z) = sh(x)/ch(z).

a) ch(z)=vV5 ... d) ch(z)<4 ...
b) sh(z)=1 ................... e) sh(z) =3 ...l
1
c) th(z)=- ..o f) th(z) < CYRRRERRERTEERTTERRRERY
Dérivation
Calcul 19.8] — Quelques calculs de dérivées (I). L)
Dériver les fonctions suivantes.
a) z—2"4+2% ... c) x>z
“ arcsin(z)

b) — —— ......... d —_— ...

) @ 5% +1 ) @ arccos(x)
Calcul 19.9] — Quelques calculs de dérivées (II). L)
Dériver les fonctions suivantes. On rappelle que, pour x € R, on pose th(z) = sh(x)/ch(x).
a) x+— arcsin(z?) ..... ¢) x+—— arctan(th(z)) ..
b) x+—— ch(z)sh(z) ..... d) z+—sh(ch(z)) ......

calcul 19.10] — Deux dérivées importantes. o
a) T > arcsin(@) & ArcCOS(L) .. vn ittt

1
b) xr+— arctan(x) farctan| — | ...
x

A [Calcul 19.11] — Des dérivées plus compliquées. 000
Dériver les fonctions suivantes. Dans ce qui suit, la fonction F' est une primitive de x — e
Q) L () o
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b) x = F(y/In(ch(x))) oo

) T V1 =224 2arcsin(X) ...

1
d) =+ xarctan(z) — 3 I(22 4 1) o

Réponses mélangées

15% In(3/5) + 3” In(3) _ {% +2%km: ke Z} 7 In(4)
(5% + 1) /6 chle—y)  sh@@+y) (Ziokn;kez) 4 In(20/3)
14 ok )
5/4 L{Js{‘: ikl ;’;;Z}k ez} z+— (In(x) + 1)a” ] —00, 5 ln(3)] In(1+ v?2) 4/3
3 ’
71' 0 T ™ In(3)
T PN R — 1 [— In(4++/15), In(44++/15)] x +— arctan(z) 5 3 _m
ln(\/52_1> _
O [ln(i’» +V10), +oo[ {ZkrikeZ}  aom@)x2420 T 01
— ? 2x
z—0 }Eg; z+—0 T 1 n EEZEB T+ 27 - 1_ = z— (In(z) + 1)z"e " %111(2)
In(45) In(?)
- ; 2 2
1n(2%3 1 () x — arcsin(x) 1 x +— ch”(x) 4 sh(z) x +— sh(z)ch(ch(x))
5 {0z 01 es Cshh(%)g 5 ln(lch = {In(v5 — 2),In(v/5 + 2)}

» [Réponses et corrigés page 5|
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Réponses
(7] In(4) =
19.1a) ..o - JTe).....
a) i 19.4 d) ............... m 19 7 C) |:1n(3 + 10)7 +OO|:
19.1b) oo 2
) 111(‘/@71) 19.76) ... } —00, ;ln(?))]
™
Z 19.5a)............ —_—
19.1C) e, T 9.5 a) )
— 19.8a)...’len(2)x2m+2x‘
us 1
19.1d) oo G 19.5b) .o, {0,3} . IG5 13 )
— -8 b) (5% +1)2
T In(2)
19.1€). i - 19.5¢) ..ot 1-173
|4 n(3) 19.8¢)...... |z (In(z) + 1)z
(7]
19.16) i u In (Y31 19.8 d il
) Bl 195d)... n( 2 ) ) " 5VT— 27 arceos(a)?
In(3
19.28) ooooii 2(3) 109 1
Ja)....... x X
19.2b) oo [0] 196a)...c 1—at
19.6b) ...
19.2¢) ... 5/4 ) @ 19.9b)... |z — ch?(z) + sh?(z)
19.6¢).......... 2km; keZ
19.2 d) .................... 4/3 ) { T } 1— thQ(Jf)
{E_’_Qkﬂ.A ]CEZ} 19.9 C) ........ €T +— —
13 19.6d).. | '? ’ 1+ th%(z)
19.2€) i — U{Z +2kn; keZ}
12 3 ’
19.9d).... |z sh(z)ch(ch(x)) |
19.26) . 3/5 3+2km; kel
) / 19.6 ¢) L{J‘“’{ﬂ_lwkﬂ_}kez} 19.10a) ...ooeeenn... 0
3 ’
19.3a) .............. sh(z + y) 1960 19.10b) ... )
19.3 b) .............. Ch(l’ — y) 19.11 3,) T (IH(I) + 1)xz67127
19.7 a). | {In(v5 — 2),In(v5 + 2)} |
In(2) sh(z) 1
194a)............oaan . .
a) ]n(3) 19.7 b) ............. ln(l + \/i) 19.11 b) ch(z)? 9 In(ch(z))
19.4D) v 19.7C) i %111(2) 19.11¢)........ @ — arcsin(z)
In(3)
194c¢) ..o, — A1 d)...... ..
9-4¢) (@)  19.7d). [[-In(@+V15), @+ Vi5) | 19.11 d) @ = arctan(z)
Corrigés
arcsin(?) e
19.1 b) On calcule =3 =2
arccos(@) 6
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19.1 f) On remarque que arccos(f + 7) = arccos(7> = g
................................................. oy T sy Ty
19.2 ¢) On calcule : ch(In(2)) = c te = = §
2 2 4
................................................. T
) e e _ s _3_4
19.2 d) On calcule : sh(In(3)) = 5 5 =5 =3
.................................................... ) T s
e +e 3+ 13
19.2 Icule : ch(In(2 = =3 2 _ 6 =
9.2 e) On calcule : ch(In(2/3)) 3 3 5 5
................................................. e
. e e _ 3 _5_3
19.2 f)  On sait que th(In(2)) = O fom® 241 35
19.3 a) Développons :
ch(z)sh(y)—l—ch(y)sh(:c):e +e eV —e 48 te Ve —e " (e"+e ®)(e?—e V) + (e +e ¥)(e"—e™ ")
2 2 2 2 4
B Y _ oY qUmT _ o= (ahy) 4 oty gy qrmy o= (aty)
B 4
26ty _ 9e~(z+y)
SR T ety

19.4¢c) Soit z € R. On a les équivalences 2 = 3 x 4" <= zIn(2) =In(3) +2zIn(2) < z = fing;
n
19.4 d) Soit z € R. On a les équivalences suivantes :
10% = 4 x 5" x 95 <= In(10*") = In(4 x 5% x 9%) <= 221In(10) = In(4) + zIn(5) + gln(Q)
2In(3) | _ _ In(4) _ In(4)
= m(?ln(S) +21In(2) — In(5) 3 ) =In{4) <= z= STn(2) T In(3) —In(3) _ n(20/3)"

19.5 a) Soit # € R. Posons X = 2. Alors 2° +4” =4 <= X + X? — 4 = 0. Cette équation a pour discriminant

-1+ 17 V17T -1
2 2

1416 = 17, et deux racines, . Seule la racine est positive. D’ou les équivalences suivantes :

o) ()

= = mln(2):ln( 5

19.5 b) Soit z € R. Notons X = 4%. Alors, on a les équivalences suivantes :

16° —3x4°+2=0 & X?-3X4+2=0 < (X—1)(X-2)=0 < 4°=10ud® =2 < z=0ouz=1/2.

19.5¢c) Soit € R. Posons X = 3°. Ona2x9° —3" -3 =0 <= 2X°— X — 3 = 0. Cette équation a pour

1+
discriminant 1 + 4 x 2 x 3 = 25 : les deux solutions de I’équation sont TS, i.e. 3/2 et —1. Comme la seule solution

discriminant 1 + 4 = 5 : les deux solutions de 1’équation sont

,on a

—1++5 VE—1
2

3 . La seule solution positive étant

6 Fiche n° 19. Manipulation des fonctions usuelles



19.6 b) Soit = € [—1,1]. Alors cos(arccos(z)) =0 <= Ik € Z : arccos(z) = g-‘rkﬂ'. Mais comme arccos est & valeurs

19.6 d) Soit z € R. On a les équivalences suivantes :

V3 me{gmm;kez}u{%ﬂwlm;kez}.

arcsin(sin(z)) = T — sin(z) = sin% 5

3

1
19.6 e) Ici, pas besoin de connaitre sin<§) ! Soit x € R. Alors :

arcsin(sin(z)) = % < sin(z) = sin(%) — € {é +2km; k€ Z} U {w - % +2km; k€ Z}.

19.7 a) Soit z € R. On pose X = ¢”. Alors, comme e” > 0, on a les équivalences suivantes :

ch(z) =5 — %:\/5@ e +e " =2V5 = X+%:2x/5

— X?4+1=2V5X <— X’ -2V/5X+1=0.

Il s’agit donc d’une équation du second degré, dont le discriminant est 20 — 4 = 16, donc les deux solutions de ’équation

2v/5+4 P .
ont \[T = /5% 2. Ces deux quantités sont positives, on a donc les équivalences suivantes :

ch(z) =V5 <= " =V5+2 < z=In(V5+2).

Ainsi, les deux solutions sont In(v/5 — 2) et In(v/5 + 2).

19.7b) Soit z € R. On pose X =e”. On a sh(z) =1 <~ £7° ] =
2+8
2

de discriminant 4 + 4 = 8, de solutions =1+ /2. La seule solution positive étant 1 +v/2, on a :

sh(z) =1 <= " =1+V2 < z=1In(1+V2).

19.7 ¢) Soit z € R. On pose X = e”. Alors, on a les équivalences suivantes :

1 e’ —e ™ 1 X-% 1 2 1, o
th(z) =2 &= ———— == < L= = X?-1=(X*+1
(@) =3 e 3 X++ 3 gL

— §X2—§:0<:>X2:2<:>X:i\/§.

19.7d) Soit z € R. On pose X =e”. On a ch(z) < 4 <~ X <4 = X*4+1<8X «— X*-8X+1<0.

w = 4 £ V15. Les deux racines sont
positives, donc ch(z) < 4 <= 4 —V15e" <4+ V15 <= In(4 — Vv15) < z < In(4 + V15). On remarque ensuite que

Ce polynéme du second degré a pour discriminant 60 et pour racines
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! v +VI5.

19.7 e) Soit z € R. Posons X =¢”. On a sh(z) >3 < e

6 + 210
Ce trindome du second degré a pour discriminant 40, et a donc pour racines ————— = 3 £+ v/10. La premiére racine est

négative, la seconde positive, et X > 0, donc sh(z) > 3 <= e” >3+ V10 < z > In(3+ V10).

Soit z € R, posons X = e”. Alors, on a les équivalences suivantes :

19.7 f)
xX-2 2 _
th(x) < 1 )1( < 1 X 1 < 1
2 X+4L 72 X712
2 X*+1 2 2 2 1
— X" -1< — X" -3<0 <<= X°<3 < ¢ <3<:>x<§1n(3)
19.8 a) On n’oublie pas que 2° = ¢”™®) Ainsi, la dérivée de & —> 2° est & —> In(2) x 2°
19.8 ¢) On éerit 2° = ™) Ainsi, la dérivée de la fonction est z — (In(z) + 1)e” ()
19.8 d) On dérive un quotient. En notant f la fonction et pour z € ] — 1,1[, on a :
1 1 .
f) i arccos(z) + it arcsin(z) - .
arccos(z)? 2¢/1 — 22 arccos(z)?
19.9 a) On dérive une composée z — 2x
.......... )pvl—x‘*
19.9 ¢) 1l s’agit de dériver th. Pour z € R, on a :
th'(z) = ch(z)ch(z) — sh(z)sh(z) _ ch(z)? — sh(z)? 1 sh(z)? — 1 th(z)’.
ch(x)? ch(x)? ch(x)?
La suite se dérive comme la dérivée d’une composée.
.......................... R
19.10 a) La fonction est dérivable sur | — 1, 1] et sa dérivée est « — — =0.
................................................................................................ Vica  VLoal
. - * (s 1 -1 1 1 1
19.10 b) La fonction est dérivable sur R" et sa dérivée est z — + — 5 = — =0
14 22 x21+(1) 1422 2241
19.11 a) Il s’agit de dériver une composée. La dérivée de cette fonction est :
z— (In(z) + Da”F'(z%) = (In(z) + 1)z"e~ " = (In(z) + 1)z"e
19.11 b) 1l s’agit de dériver une composée. La dérivée de x — In(ch(z)) est z — S}}igfbg th(z).
ch(z
Dong, la dérivée de x — F(y/In(ch(x))) est :
sh sh
o Sh(@) 1 o In(ch(@) _ 8 (9?)2 1 .
ch(z) 2, /In(ch(z)) ch(z)? 2, /In(ch(z))
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