PCsI2

Chapitre 2: Fonctions de la variable réelle - Partie 1

La plupart des résultats de ce chapitre, pour certains vus en Terminale, sont admis provisoirement et
démontrés ultérieurement.

1. Généralités sur les fonctions, rappels et compléments:

1.1 Définition, image, antécédent :

Def : Soit D une partie de R, une fonction f de D dans R associe a chaque réel x de D un unique
réel noté f(x) et appelé image de x par f.

DoR
On notera: |f:

""""""""" x> f(x)

f , ou bien on doit le déterminer en cherchant I'ensemble des réels qui ont une image par f.

Propriété 2.1 : Deux fonctions f et g sont égales si et seulement si elles ont le méme ensemble
de définition D et si vxeD, f(x) = g(x)

Def : Soit D' une partie de D.
D'>R

e La restriction de f a D' est la fonction g définie par g: ,C'est ddire: gest définie
x = f(x)
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1.2 Représentation graphique

Le plan est muni d'un repére (O,i, j)

Def : La représentation graphique d'une fonction f définie sur D dans le plan repéré est
I'ensemble de points défini par: Cf = { M(x, f(x) | xeD }.

Def : Soif f une fonction définie sur D et a un réel non nul. Les fonctions suivantes sont dites
associées a f.
fiix=f(x)+a faix >f(x+a) fsixe af(x) faixe f(ax)

Propriété 2.2. On note Ct la représentation graphique de f dans le repére
O La représentation graphique de f; est I'image de Ct par la translation de vecteur a j
@ La représentation graphique de f2 est I'image de Cr par la translation de vecteur -ai

® La représentation graphique de fs s'obtient en multipliant par a les ordonnées des points de Ct.
@ La représentation graphique de f4 s'obtient en divisant par a les abscisses des points de Ct.
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o f(x)=k

Les solutions sont les abscisses des points de
Cs d'ordonnées k.

o f(x) = 9(x)

1

Les solutions sont les abscisses des points
d'intersection de Ct et de C,.

1.3 Propriétés globales

Def : Soit f une fonction définie sur D.
vVxeD,-xeD

o f est paire si
{VX eD,f(-x)=f(x)

vVxeD,-xeDbD

o f est impaire si
{VX eD,f(-x)=-f(x)

PCsI2

o f(x) <k

S SRS RPN W SR W,

Les solutions sont les abscisses points de C
situés en dessous de y = k.

o f(x) < g(x)

Les solutions sont les abscisses des points de
Ct situés en dessous de C,.

* La courbe représentative d'une fonction paire est symétrique par rapport a I'axe (Oy)
* La courbe représentative d'une fonction impaire est symétrique par rapport a origine.
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Def : Soit T un réel, T#0, on dit que f :D — IR est T-périodique si et seulement si pour tout xeD,
ona(x+ TeDet f(x+ T) = f(x).

limiter |'étude de f a un intervalle de D de longueur T, le reste se déduisant par des translations
de vecteurs kT i , keZ.

* cos et sin sont 2n-périodiques et plus généralement, t = Acos(wt + ¢) et T+ Asin(wt + @) sont
périodiques de période T = er
[0

* x> x—| x| est périodique de période 1.

= Démonstrations :
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Def : Soit f une fonction définie sur D, m et M deux réels.

o f est majorée par M ou M est un majorant de f lorsque toutes les valeurs de f(x) sont
inférieures a M.

= Symboliguement  f: DR St MAJOrée < ..o e e

o f est minorée par m ou m est un minorant de f lorsque toutes les valeurs de f(x) sont
supérieures d m.

= Symboliguement  f: DR St MINOrEe < ..o e

o f est bornée lorsqu'elle est majorée et minorée.

x=_Symboliguement  f : D—R est bornée <

¢ Un extremum de f est un minimum ou un maximum de f.
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Proposition 2.3 : Soit f :D—R.

® f est bornée si et seulement si JocR., ¥xeD, |f(x)| <a

@ f est majorée (resp minorée) si et seulement si f(D) est majorée.

Dans ce cas f(D) admet une borne sup (respectivement une borne inf) qui n'est pas

nécessairement atteinte par f. On la note supf (resp. inff)
D D

® f admet un maximum, (resp. un minimum) si et seulement f(D) admet un plus grand élément
(resp. plus petit élément). Dans ce cas on note maxf le maximum de f (resp minf le minimum)
d D

= Preuve de @©:

= Exercice 2.8
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Def : Soit f :D— R ou D est un intervalle de RR.
o f est croissante sur D lorsque f conserve l'ordre.

Symboliquement : f est croissante sur D &
o f est décroissante sur D lorsque f renverse l'ordre.
Symboliquement : f est décroissante sur D &

e Lorsque les implications précédentes restent vraies avec des inégalités strictes on dit que f est
strictement croissante ou strictement décroissante sur D.

o f est (strictement) monotone lorsque f est (strictement) croissante ou (strictement)
décroissante sur D.

1.4 Opérations sur les fonctions

a. Opération algébriques

Def : Soit f et g deux fonctions définies sur la méme partie D de R et LeR

e La fonction Lf est définie sur D par VxeD, (Af)(x) = Lf(x).

e la fonction |f| est définie sur D par VxeD, |f|(x) = |f(x)|

e La somme f + g est définie sur D par VxeD, (f + g)(x) = f(x) + g(x).

e Le produit f x g est défini sur D par VxeD, (f x g)(x) = f(x) x g(x).

e Lorsque VxeD, g (x) # 0, le quotient f /g est défini sur D par VxeD, (f/g)(x) = f(x)/g(x)

Proposition 2.4 : Soit f et g monotones sur I et LeR".

® Af est monotone sur I de méme monotonie que f si > 0, de monotonie contraire si A < 0.
@ Si f et g sont croissantes (resp. décroissantes) sur I alors (f + g) est croissante (resp.
décroissante) sur I.

® f est bornée sur D si et seulement si |f| est majorée sur D.

= Démonstration :
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b. Composition
Def : Soit f et g sont deux fonctions définies respectivement sur des domaines D et D'.

Si f(D) = D' (on dit que f est a valeurs dans D'), alors on peut définir la composée h = gof sur D
par  |vxeD, h(x) = g(f(x))]

Onadonc g o f :x+ g(f(x)) ou encore \g of:xHf(x) > g(f(x))l
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Propriétés 2.5 Composition de deux fonctions monotones:

Soit I et J deux intervallesde Retf: I —>R,g:J —> R tellesque f(I) = J

® Si f et g sont monotones de méme sens alors gof est croissante sur I.

@ Si f et g sont monotones de sens contraires alors gof est décroissante sur I.

= Démonstration et exercice 2.6:
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1.5 Propriétés asymptotiques

Def : Soit f une fonction définie sur un intervalle I et Cr sa courbe représentative dans un
repere.
e Siaest une borne de T et si lim f(x) =10 alors la droite d'équation x = a est une asymptote

X—>at

verticale a la courbe Cs .
e Si +w est une borne de I et si lim f(x)=( alors la droite d'équation y = ¢ est une asymptote

X—>+0

horizontale a la courbe C¢ au voisinage de + . (Idem en -)

e Si +w0 est une borne de I, la droite d'équationy = mx + p est une asymptote oblique a Cr au

voisinage de + o lorsque lim [f(x) - (mx+p)]=0.(Idem en -)

e Plus généralement, si +o est une borne de I et g est une fonction définie sur I, de courbe
représentative Cq, on dit que C; est asymptote d Cr au voisinage de + « lorsque

lim [ f(x)-g(x)]=0 (Idem en -)

X—>+o0
o g e f(x) T
pour la déterminer on étudie la limite de —— en +oo et on applique l'algorithme de recherche
X
suivant :
o f(X) \ . N
* Si lim ——= =0 on conclut que Cr posséde une branche parabolique de direction (Oy).
X—>to X
o f(X) \ . Lo
* Si lim ——= =0, on conclut que C; posséde une branche parabolique de direction (Ox).
X—>to X
o F(X) T
* Si lim —==m, meR’, on étudie la limite de f(x) - mx en =+w.
X—to X

% Si lim [f(x)—mx] =p, peR, alors on conclut que la droite d'équation y = mx + p est

X—>Fo0

asymptote oblique & Cs.

* Si lim [f(x) - mx} =+ alors on conclut que Cr posséde une branche parabolique de

X—>Fo0
direction asymptotique y = mx.
* Sif (x) - mx n'admet pas de limite en o, on conclut qu'il 'y a hi branche parabolique,

ni asymptote.
f(x)

* Si —= n'admet pas de limite en +oo, on conclut qu'il 'y a ni branche parabolique, hi
X

asymptote.

= Exercice 2.21

N. Champarnaud-sept 2026



PCSI2
Chapitre 2: Fonctions de la variable réelle - Partie 2

2. Régularité d'une fonction

Les propositions et théorémes de ce paragraphe sont admis provisoirement

2.1 Continuité:

Déf: Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et a un réel appartenant a I.

» On dit que f est continue en g, lorsque lim f(x) = f(a)
X—a

» On dit que f_est continue sur I lorsque f est continue en tout point de I.

* SI f est dérivable sur I ALORS f est continue sur I (voir plus loin)
* Dans les cas plus complexes, on revient a la définition.

Montrer que f est définie sur R, calculer f(x + 1), donner la représentation graphique de f et
enfin montrer que f est continue en ftout entier n, puis sur RR.
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Théoréme 2.1 : Théoréme des valeurs intermédiaires
Soit f continue sur un intervalle I, et a et bel.

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b) , il existe au moins un réel c, compris entre a et b tel
que f(c) = k.

ou encore

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b) , I'équation f(x) = k admet au moins une solution.

ou encore

Tout réel k compris entre f(a) et f(b), admet, au moins, un antécédent par f.

= TIllustration:

* Toute fonction continue sur R qui change de signe s'annule au moins une fois..
* Toute fonction continue sur R, qui ne s'annule pas sur R, garde un signe constant.
* L'équation ax® + bx? + cx +d =0 avec q, b, ¢, deR, a#0, admet au moins une solution réelle.

=_Preuve :

N. Champarnaud-sept 2026



PCsI2
2.2. Dérivabilité

a. Dérivabilité et interprétation géométrique
Déf: Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et a un réel appartenant a I.
¢ On appelle taux d'accroissement, ou taux de variation, de f en a le quotient :
f(x)-f(a
(9= T (@
X-a
e On dit que f est dérivable en a, lorsque lim f-fla) _ lim flarh-f(a)
X—>a X-a h—0 h

Cette limite est appelée nombre dérivé de f en a et est notée f'(a).

existe et est finie.

= Exercices:

a) Soit a un réel fixé, en utilisant la définition, montrer que la dérivée de f: x > x* en a est 2a
q

b) Déterminer la limite en O de la fonction f: x - sin(x)
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Proposition 2.6 : Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et a un réel de I.
Si f est dérivable en a, alors Cf admet au point d'abscisse a une tangente de coefficient
directeur (ou pente) f'(a). L'équation réduite de la tangente au point A(a,f(a)) a la courbe Ct est:

y =f'(a)(x-a)+f(a).

* Lorsque f'(a) = O, la courbe Cr admet une tangente horizontale au point d'abscisse a.

e - . . . f(x)-f(a
* Si f n'est pas dérivable en a mais continue en a avec lim f-f(9)
x—a X—a

=+ alors Cr admet une

tangente verticale au point d'abscisse a.

* Si le taux d'accroissement admet une limite ¢ a droite ou a gauche de a alors on dit que f est
dérivable a droite ou a gauche de a et Cr admet une demi-tangente de pente /_au point d'abscisse

a. Si une courbe admet deux demi-tangentes différentes au point d'abscisse a, on dit que le point
A(a,f(a)) est un point anguleux.

= Exercices

a) Etudier la dérivabilité en O de la fonction f: x i v/ . Interprétation graphique.

b) Etudier la dérivabilité en 0 de la fonction f: x i | x |+(x —LXJ)Z. Interprétation graphique.
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b. Dérivabilité et interprétation numérique

Soit f dérivable en a, pour x proche de g, on a: ‘f(x) ~ f'(a)(x-a) + f(a)‘

approximation affine de f ena

sinx ~ X (1+x)"=1+nx \/1+Xz1+%x

= Preuve :

c. Dérivabilité sur un intervalle et fonction dérivée

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle I
* On dit que f est dérivable sur I, ssi f est dérivable en tout point de I.

e Si f est dérivable sur I alors la fonction f ' qui a tout réel a de I associe f'(a) est la fonction
dérivée de f notée f '

Corollaire de la proposition 2.7: Si f est dérivable sur I alors f est continue sur I

dérivée.
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Proposition 2.8 : Dérivabilité et opérations algébriques

Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I et A un réel

® (Mf ) est dérivable sur I de dérivée (A f").

@ (f + g) est dérivable sur I de dérivée (f'+g").

® (fxg) est dérivable sur I de dérivée f 'xg+f xg' . ¢
@ Si g ne s'annule pas sur I, 5 est dérivable sur I de dérivée 99—29

Théoréme 2.2 : Dérivabilité et composition

Soit f:I > R dérivable sur I intervalle de R et g : J > R dérivable sur J intervalle de R avec
f(I) = J . la fonction gof :I > R est dérivable sur I'intervalle I et (gof) = f'x(g' o f ).

ou encore VxeI, (gof)'(x)=f'(x)xg'(f(x))

I et ne s'annule pas sur I alors In|u| est dérivable sur I avec (In|ul) = L
u

Voir Formulaire de révision

= Exercice 2.15

* On pourra écrire: f est dérivable sur I comme somme, produit, quotient, composée de....en
précisant les intervalles en jeu ou dans les cas les plus simples : f est dérivable sur I d'apres les
théorémes généraux

* Dans les cas plus complexes, on revient a la définition, en particulier si 'ensemble de définition
comporte des singularités.

Def : Soit f définie sur I, on dit que f est de classe C! sur Isif est dérivable sur I et si f' est
continue sur I.

= Exercice 2.14

d. Variations et signe de la dérivée:

Théoréme 2.3 : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R.

O f est constante sur I si et seulement si pour tout x de I, f'(x) = O.

@ f est croissante sur I si et seulement si pour tout x de I, f'(x) > 0.

® f est décroissante sur I si et seulement si pour tout x de I, f'(x) <0

@ f est strictement croissante sur I si et seulement si pour fout x de I,
f'(x) 2 0 et ne s'annule éventuellement qu'en des points isolés.

® f est strictement décroissante sur I si et seulement si pour tout x de I,
f'(x) < O et ne s'annule éventuellement qu'en des points isolés.

croissante sur R.
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e. Extremum et dérivée

Proposition 2.9 : Soit I un intervalle ouvert, f dérivable sur I et al.
Si f admet un maximum ou un minimum en a alors f'(a) = 0.

Le cas de f :x+> x3 dérivable sur R avec f'(0) = O montre que la réciproque est fausse.

f n'est pas dérivable et aux bornes de I.

f. Dérivées successives

Si f st dérivable sur I avec f' dérivable sur I, alors f est deux fois dérivable sur I et on note f"
la dérivée de f'. Tant que les dérivées obtenues sont dérivables, on peut ainsi dériver
successivement. On obtient ainsi f*, f®,....f™ dérivée niéme de f sur I.

Lorsqu'elle existe, f™D est la dérivée de ™,

e Si le signe de f'(x) est difficile a étudier et si f' est dérivable alors on peut calculer f". Le signe
de f"(x) donne les variations de f' et éventuellement le signe de f'(x).

¢ Si f est deux fois dérivable sur I alors f est de classe C! sur I.

2
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Chapitre 2: Fonctions de la variable réelle - Partie 3

3. Convexité

Def : Soit f une fonction définie sur I un intervalle de R et C¢ sa courbe représentative.

e On dit que f est convexe sur I lorsque la courbe Cr est située en dessous de chacune de ses
cordes.

*On dit que f est concave sur I lorsque la courbe Cr est située au-dessus de chacune de ses
cordes.

Proposition 2.10 : Soit f une fonction définie sur un intervalle T

O Si f est dérivable sur I, on a les équivalences suivantes :

f est convexe sur I < Cs est située au-dessus de chacune de ses tangentes
f est concave sur I < Cs est située en-dessous de chacune de ses tangentes
@ Si f est deux fois dérivables sur I, on a les équivalences suivantes :

f est convexe sur I < vxel, f'(x)>0

f est concave sur I < vxel, f'(x)<0
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4. Fonction bijective, bijection réciproque :

Déf: On appelle identité de I et on note Idr la fonction définie sur I par : VxeI, f(x) = x

4.1 Notion de bijection:

Déf: Soit I et J deux parties de Ret f :I-J

e On dit que f est (ou réalise) une bijection de I sur J lorsque tout réel y de J admet un unique
antécédent x dans I ou encore lorsque vyeJ, 3xel, y = f(x).

o On définit alors la bijection réciproque de f notée f1:J—I qui & tout élément y de J associe
son unique antécédent par f.

* On dit aussi que f: I»J est une fonction bijective.

* 7 est une bijection de J sur I et sa bijection réciproque est f. I J
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Propriétés immédiates: Soit f une bijection de I sur J et f! sa bijection réciproque.
® vxeI, f1(f(x)) = x ou encore flo f = Idr

@ vyeJ, f(fi(y)) = y ou encore f o 1= Id;

® vxeI, vyeJ,y = f(x) o x = fliy)

@ Dans un repére orthonormal, les courbes représentatives de f et de ™! sont images I'une de
I'autre par la symétrie orthogonale par rapport a la premiére bissectrice y = x.

Théoréme 2.4 : Théoréme de la bijection.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. Si f est continue et strictement monotone
sur I alors f(I) est un intervalle et f réalise une bijection de I dans f(I).

dans un intervalle a déterminer.
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Théoréme 2.5 : Continuité et monotonie de f!
Si f est continue et strictement monotone sur I alors f est bijective de I sur f(I)et f ! est
continue, strictement monotone de méme monotonie que f sur f(I).

Théoréme 2.6 : Théoréme de dérivation de f -! (admis provisoirement)
Soit f une bijection de I sur J, acI et b = f(a)
1

f'(a)

Si f est dérivable en a avec f'(a) = O alors f! est dérivable en b et (f 1 )'(b) =

représentative et I' celle de sa bijection réciproque.
On a deux cas possibles.
e f'(a) # 0. C admet au point a une tangente non horizontale de pente f'(a) et I' admet au point

b = f(a) une tangente de pente

. Ces droites sont symétriques par rapport a (y = x)

e f'(a) = 0, C admet au point a une tangente horizontale de pente nulle et, par symétrie d'axe
y = x, I admet au point b = f(a) une tangente verticale. f* n'est donc pas dérivable en b = f(a).

Corollaire : Si f une bijection de I sur J telle que f est dérivable sur I avec VxeI, f'(x) #0, alors

f!est dérivable sur J et (f -1 ) _ 1
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