PCsI2

Chapitre 5: Calculs algébriques-polycopié de cours

1. Calcul de sommes
1.1 le symbole >’

Déf: Soit (ak)k<e une famille de nombres complexes indexée par un ensemble fini E

On note > q, la somme de tous les éléments de la famille.
keE

Remargue : l'indice k est muet, ainsi, kZéak = ZE:ai = ZE:aj =
€| 1€l JE

Convention: SiE= Jalors > a =0
keE

n
* SiE=[0,n]olineN, > a
k=0

n
* SiE=[1,n]otneN’, ¥ g
k=1

n
* SiE=[p,nloinetpeZ, p<n, > a, = .
k=p

= Exercices résolus:

@ Ecrire les sommes suivantes avec le symbole )’

Si=ai+ 202+ 303 +..+ 202302023 PN S2 =010+ G20+ Q30 *...7A2020 = cvoveeveee e
S3=Qa1+ a3+ A5+...% 02023 = woeeveereerens Sa=ap-ai+az-Qa3+...- A2023 =
S4=Qn+ Qe+ ¥ Q20 = o] Se =ao-az+ a4+..+ (-1)"azn =i

@ Ecrire en extension:

—1)k
k+1
Calculer S4 puis Swi - Sn. Ecrire en extension Szn

n
® Ondonne S, = Z(
k=0
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Propriétés immédiates: Soit h, pcZ avecp<n,

n+l n n p n n n p-1
® DG = D G *+Gn 2.4 =20, + D a ,1<p<n 2.0, =2.a, — .0,
k=p k=p k=1 k=1 k=p+1 k=p k=1 k=1
n n n n n
o Zcxk + Zbk = > (g +b,) et ka :kZak linéarité de la somme
k=p k=p k=p k=p k=p
= Preuve :
1.2 Sommes a connditre:
® Somme de termes constants:
n n
VaeC, VneIN,Za =(n+1)d et VaeC, Vn, peZ,p<n, 20 =(n-p+1)d

k=0

k=p

® Somme des entiers, des carrés des entiers, des cubes des entiers :

n
* 1
VneN', Y k=1+2+. +n= n(n+1)
k=1 2
Vn€|N* ikz =12 4+ 22 o+ n2 - n(n+1)(2n+1)
I k=1 6
, (n+1))°
VnelN, Zk3 =13+ 234 4+ n3= nin + ]
k=1 2

= Exercice résolu: Onnote S =Y (2k+1)%. Expliciter Sn en fonction de n puis écrire une
k=0

fonction Python calculant permettant le calcul de Sp.
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® Sommes géométriques:

n 1
Onadéjavu:|vqeC, Y gt =1+q+q? +.+q"= = si q#1, (n + 1) sinon
k=0 1-gqg q-1

k=0 k=0
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1.3 Techniques de calcul

® Changement d'indice : Soit n, peZ,n<p

a. Translation: Soit S = Zak ,onpose j=k-p,onak=j+pet 5= ZOJw .

k=p j=0
n-p
Comme l'indice est muet, on peut écrire s = Z Qyp - On dit qu'on a changé k en k + p (k «<— k + p).
k=0
n l_qn—p+1
Application : > ¢ = q"l— siq#1, (n- p + 1) sinon.
k=p -q
= Preuve :
n l_qn—p+1
On en déduit : Soit u une suite géométrique de raison q=#1,|> u, = U ]
k=p -

n
= Exercice résolu: Calcul de Z(Z—
k=1
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n n
b. Symétrie: Soit s = z a, . le changement d'indice j = n - k donne s = Z a; efcomme
k=0 =0

n
I'indice est muet on peut écrire que: S = Z a, - Onachangé n-k en k (k < n-k).
k=0

S S O e Ry
Application : Soit u une suite arithmétique de raisons r,| > u, = >
k=p

= Preuve :

2n k
. 4 T
= Exercice résolu: Calcul de )’ cos[z—j.
k=0 n
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@ Sommation par paquets :

Dans certains calculs, regrouper les termes par paquets permet de faire des simplifications. On
peut, en particulier, regrouper les termes d'indices pairs et d'indices impairs :

n n n

DT DGt D QT DL Gt DL G = D Gyt D o
m m<ks<n m<k<n m<2k<n m<2k+l<n

impair k pair kimpair

k=1

® Somme télescopique :
Une somme télescopique est une somme pouvant s'écrire sous la forme:
n n
S = Z(ak+1 - a, ) ous, = Z(ak = Qyq )
k=p k=p
Dans ce cas on a les simplifications respectives :

n
= Exercice résolu: Calcul de ). 1
ko K(k +1)
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Application : Formule de Bernoulli :

n-1 n-1
Va, beC, VnelN", a"- b"= (a-b)> a"*b* =-..=(a-b)> a*b" ¥
k=0 k=0

= Preuve :
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2. Produits

2.1 le symbole []
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Déf: Soit (ak)k<e une famille de hombres complexes indexée par un ensemble fini E.

On note [ a, le produit de tous les éléments de la famille.

keE

Remargque : l'indice k est muet, ainsi, [Ja, =] ]4q :Haj =...

keE icE JjeE

Convention : Si E = & alors H a, =1
keE

n
* SiE=[0,n]otineN, []a, =aoxaix..xan
k=0

n
* SiE= [1,n]otneN, [Ja, =aixazx..xan
k=1

n
* SiE=[p,njoinetpeZ, psn, [[a, =apxapix.xanetsip>n, []a, =1par convention

k=p

Propriétés immédiates: On donne n, p, m entiers, p<m<n et a, A des réels.

e 3keE,a=0= [Ja, =0
keE

3

n+1 n

« [Ta =am]a,
k=p k

k

=P
n

n
=[Taw [T a
P k=m+1

H‘-‘k
k=p
o [Tar -TTbx = ITakby (!_Iak )“:p(ak)a
=p

n n
7, =" o
k=p k=p

= Preuve :
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2.2 Produits a conndfire:

® Produit de facteurs constants. Soit a un nombre complexe,
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ﬁ a = a"P]

k=p

@ Factorielle (de) n: Soit n un entier naturel, n > 1, la factorielle de n est I'entier :

n
nt=J][k=1x2x..n
k=1

n
Par convention, on pose O! = H k =1 Ona \VneIN, (n+Dl=(n+1) xn!\
k=0

k=1 k=0

2.3 Techniques de calcul

® Changement d'indice: M&me chose que pour les sommes.

@ Produit télescopique: Un produit télescopique est un produit de facteurs pouvant s'écrire

n

a n_a
. k+1 k
sous la forme: P, = | | ouP, = | |_

k=p Gk k=p Qg1
S . e r . an+1 ap
On a alors aprés simplification P, = et P, = —.
Cl|:J an+1
. 1
= Exercice résolu: Caleul de [](1- )

k=2
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3. Formule du binéme et applications

3.1 Les coefficients binomiaux :

Def : Soit nelN et keZ, le coefficient binomial « k parmi n» est I'entier naturel défini par

n _n_! si0O<k<net n =0sik<QOouk>n
k) Kk(n-k)! T k)

Propriétés: Soit neN et keZ,

) e (o)

n n-1 n-1
@ = 1 P
(k] ( K ]+(k_J relation de Pascal
. n n-1 _
®Sil<k<n, k{k} = n{k J formule du capitaine
= Preuve :
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kelO, n], la formule définissant (:j donne

bien un entier naturel, en raisonnant par
récurrence sur n (numéro de la ligne dans le
» triangle).

3.2 Formule du bindme de Newton:

n(n n(n
Théoréme 5.1 : Soitaet beC, et neN, (a+b)"= Z a“p"* = Z a"kpk
k=0 k-o\ K

= Démo par récurrence sur n A savoir refaire.
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3.3 Des applications a connaitre :

@ Calcul de sommes :

= Calcul de i[UZk i[:] , puis de i(—l)k [:]

k=0 k=0 k=0

N. Champarnaud-LMB-oct 2026



PCsI2
@ Transformation d'expressions trigonométriques

* Linéarisation de cosPsin?

* Délinéarisation de cos(px) ou de sin(gx)
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4. Sommes doubles

On considére une famille de nombres complexes (ai, j) doublement indexées par des entiers i et j

4.1 Somme sur un rectangle:

Définition et propriété :

Soit E = [1, n]x[1, m], on note >’ q; la somme des éléments de la famille (ai;)q,j)<€.

p<i<n
m< <l
n m m n
Ona Z q :qu,j:ZZqJ
1<ign i=1 j=1 j=li=l
1<j<m
AV 2 m = Somme de la ieme ligne :
1 ail a2 aim
2 az1 az2 azm
= Somme de la jeme colonne :
n Qn,1 Qan,2 Qn,m

= Somme des éléments du tableau :

Si les deux champs d'indices sont indépendants alors on peut inverser |'ordre de sommation sans
modifier les bornes des sommes.

1<i, j<n 1<i,j<n
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4.2 Somme triangulaire

On suppose que les indices i et j ne sont pas indépendants et vérifient des inégalités du type
I<i<j<n(oul<i<j<n)

i\j 1 2 n = Somme de la ieme lighe :

= Somme des éléments du tableau :

Définition et propriété :
® Soit E={(i, j), 1<i<j<n}, onnote Z a; la somme des éléments de la famille (ai ) j)<e.

J

Ona >, a; :ZZ% :Zzai,j

n
I<i<j<n i=1 j=i j=1i=1

@ Soit E={(i,j). 1<i<j<n} onnote > q; la somme des éléments de la famille (ai ) j)<E.

1<i<j<n
n-1 n n j-1
Ona 2 a;=2 2 4;=22%
I<i<j<n i=1 j=i+1 j=2i=1

I'ordre de sommation mais il faut modifier les bornes pour respecter les contraintes sur les
indices.

I<i<j<n I<i<j<n
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5. Résolution de systémes linéaires en petite dimension, algorithme du pivot de Gauss

Def: Un systeme linéaire a n équations et p inconnues a coefficients dans K est un ensemble de

conditions de la forme :

Ay Xp + GppXp + .o+ O X, = b,

Ay Xy + GppXp + ...+ Gy X, =D,

(S) . . OG (ai,j)lgign, 1cjp eK™ et (b1 P bn)EKn
QX + QX + .+ G X = by
* Exemples :
-y-z=1
X, —2x, =1 x-2y+3=0 yo2
(8): % _3x = 4 (S8,): By 2 (S;):44x+3y+11z=-2
%% X=9y- 2x—y+4z=1
2x+y-3z=0 _3
(5,):4 x+3y+z=0 (55):{;+y;z_2 )
-x+2y+4z=0 X=dy-ez=

Dans les cas particuliers de systemes linéaires a deux ou trois inconnues, I'ensemble des solutions
s'interpréte géométriqguement comme la recherche d' I'intersection de deux droites ou de deux ou
trois plans. Ainsi, il peut y avoir une unique solution (un point), une infinité de solution (une droite
ou un plan) ou bien aucune solution.

Def : Soit (S) un systeme de n équations ou lignes notées LiLz,.., Ls. On appelle opération
¢lémentaire sur les lignes (OEL) de (S), I'une des transformations suivantes

e La permutation notée Li«>L; est I'échange des lignes i et j.

¢ La dilation notée Li« AL; est la multiplication de la ligne L; par le scalaire % non nul.

e La transvection notée Lj« Lj+ALi est I'ajout a la ligne Lj d'un multiple de la ligne L.

Proposition: Si on applique a un systéme (S) une OEL alors on obtient un systéme (S') équivalent a
(S), c'est a dire ayant les mémes solutions.

* Algorithme du pivot de Gauss : Cet algorithme consiste a appliquer des OEL a un systeme (S)
dans le but d'obtenir un systeme (S') équivalent a (S) et facile a résoudre

¢ On choisit une ligne contenant x1. Le coefficient de x1 s'appelle le pivot (on essaye de choisir
comme pivot 1 ou -1).

» On permute cette ligne avec la premiére.

* On effectue des transvections pour éliminer x; des autres lignes

» On recommence en ignorant la premiere ligne.

* Si une inconnue n'est pas ou plus présente, on passe a la suivante.

A la fin de cet algorithme le systeme est dit triangulaire et sa résolution est immédiate en
remontant les lignes du systeme.

Applications: Résoudre les systémes donnés en exemple
Fiche de calcul n°14
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