PCsI2

Chapitre 5: Calculs algébriques-résumé
v A savoir par coeur, = A savoir faire

1. Calcul de sommes

1.1 le symbole >’

Déf: Soit (ak)k<e une famille de nombres complexes indexée par un ensemble fini E

On note " aq, la somme de tous les éléments de la famille.
keE

Remarque : l'indice k est muet, ainsi, > a, =Y q Za =...
keE icE JeE

Convention: SiE= Jalors Y a =0
keE

* SiE =0, n] ot neNN, Zak = ap+ Q1 +...+0y
k=0
n

* Si E =1, n] ol nelN, Zak = a1+ Qaz+..+ Gn
k=1

n n
* SiE=[p,nfolnetpeZ, p<n, > a =a+au+. +anetsip>n, > a =0 par convention
k=p k=p

Propriétés immédiates: Soit n, peZ avecp<n,

n+1 n n n p-1
Zak .G * Qe Zak —Zak + Z a . 1<p<n 2.0, =2.0, — > a,
k=p k=p k=1 k=p+1 k=p k=1 k=1
n n n n
Z + Zbk = Z(C(k +b) et Zkak =k2ak linéarité de la somme
k=p k=p k=p k=p k=p
1.2 Sommes a connditre:
® Somme de termes constants:
n n
VaeC, ‘v’neIN,Za = (n+1)d et VaeC, Vn, peZ,p<n, Za =(n-p+1)a
k=0 k=p

@ Somme des entiers, des carrés des entiers, des cubes des entiers :

n
YnelN’, Zk =1+2+.+n= n(n+1) v
k=1 2
VnelN* Zn:kz =12 +2% + +n%= n(n+1)(2n+1) v
G 6
" (n+1)°
YnelN’, Zk3 =13+ 23+ +n3:= mnr’) v
k=1 2
® Sommes géométrique s:
. 1- qn+1 qn+1 -1 . .
n = S
quc,kgoqk=1+q+q2+...+q =1 1-gq q-1 197 v
n+lsiqg=1

k=0 k=0
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1.3 Techniques de calcul

® Changement d'indice : Soit n, peZ,n<p

n n-p
a. Translation: Soit szzak ,onpose j=k-p,onak=j+pet szzq.

i+’
k=p j=0
n-p
Comme l'indice est muet, on peut écrire s = Z Qe (k < k +p).
k=0
n-p n-p p 1-q"
n —| — .
Application:. g =>qP =Y ¢ =19 *T1-q 5971 siqx1, (n-p+ 1) sinon.
kp k=0 k=0 n-p+lsiq=1
n 1_qn—p+1
On en déduit : Soit u une suite géométrique de raison q#1,|> u, = U —
k=p -q

n n
b. Symétrie: Soit s = Z a, , . le changement d'indice j = n - k donne s = Z a; ef comme
k=0 j=0

n
I'indice est muet on peut écrire que: S = Z a, (k < n-k).
k=0

o N KO e U
Application : Soit u une suite arithmétique de raisons r,| > u, = >
k=p

2n
= Calcul de ZCOS(k—ﬁj.
k=0 an

@ Sommation par paquets :
Dans certains calculs, regrouper les termes par paquets permet de faire des simplifications. On
peut, en particulier, regrouper les termes d'indices pairs et d'indices impairs :

n n n

DT DGt D GeT D Gt DL GeT D, Gt D, Gy
k=m k=m k=m m<k<n m<k<n m<2k<n m<2k+1<n

k kimpair k pair kimpair

® Somme télescopique :
Une somme télescopique est une somme pouvant s'écrire sous la forme:

5 :Zn:(aku _C‘k) ou's, :Zn:(ak _°k+1)'

k=p k=p
Dans ce cas on a les simplifications respectives :

S1 = Qny ~ C(p SZ = ap ~0ni
L 1
= Calculde ) ———
ki k(k +1)
Egalité de Bernoulli :
n-1 n-1
Va, beC, ¥nelN", a"- b" = (a—b)z a" Rk = = (a _b)z ap" k¢
k=0 k=0
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Va, beC,a®-b3=(a-b)a® +ab+b?)

n-1
VnelN", ¥xeC, x"- 1= (x—l)z xX
k=0

2p+1 2p+1 2p+1 2 2pk
VpeN, VxeC, x#1+ 1= x21 - (1)1 = (x+1)) (-1)7 " x
k=0
2. Produits

2.1 le symbole []

Déf: Soit (ak)k<e une famille de hombres complexes indexée par un ensemble fini E.

On note [ a, le produit de tous les éléments de la famille.
keE

Remarque : l'indice k est muet, ainsi, [Ja, =] ]q :Haj =
keE icE JjeE

Convention : Si E = & alors H a, =1
keE

n
* SiE =0, n] ol neN, H @, =aoX a1x..xan
k=0

n
* SiE= [1,n]olneN, [Ja, =aixazx..xan
k=1

n
* SiE=[p,njoinetpeZ, psn, [Ja, =apxapix.xanetsip>n, [Ja, =1par convention
k=p keE

Propriétés immédiates: On donne n, p, m entiers, p<ms<n et o, des réels.

e 3keE, =0 []q, =0
keE
n+1 n

* [Tax =am]Ta
k=p k

=p

m n
=Tax IT a
k=p k=m+1

n
[1a
k=p
n n n n n n ln
o [Tax -TTbx = [Taxby (ITax »=I1(a)* [12a, =2"""]]q,
k=p k=p k=p k=p k=p k=p

k=p

2.2 Produits a connditre:

n
® Produit de facteurs constants. Soit a un hombre complexe, [[] a = a™}
k=p

@ Factorielle (de) n: Soit nun entier naturel, n> 1, la factorielle de n est I'entier :

n
n!:Hk:1x2><...n v
k=1

n
Par convention, on pose O! = H k =1 Ona ‘VneIN, (n+Dl=(n+1) xn!‘
k=0

k=1 k=0
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2.3 Techniques de calcul

® Changement d'indice: Méme chose que pour les sommes.

@ Produit télescopique: Un produit télescopique est un produit de facteurs pouvant s'écrire

n

n
sous la forme: P = ]| Bt oy p - 11 %
k=p Gk k=p k1
a a
On a alors aprés simplification P = "L et p = P
C‘p C(n+1

3. Formule du binome et applications

3.1 Les coefficients binomiaux :

Def : Soit nelN et keZ, le coefficient binomial « k parmi n» est I'entier naturel défini par

|
[:]:kl(nn——k)l si0<k<net [S:Osik<00uk>n

Propriétés: Soit neN et keZ,

N A

©) [:] = (n ; 1] + [E :U relation de Pascal v
. n n-1 o
® Sil<k<n, k(kj = n[k J formule du capitaine v

ke[O, n], la formule définissant [:] donne

bien un entier naturel, en raisonnant par
récurrence sur n (numéro de la ligne dans le
triangle).

3.2 Formule du bindme de Newton:

n(n n(n
Théoréme 5.1 : Soitaet beC, et nelN, (a+b)"= Z[Jakb“‘k = Z[k}]“‘kbk v
k=0

= Démo par récurrence sur n A savoir refaire.
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2.3 Des applications

® Calcul de sommes :
1(n n k[N

= Z =2"et Z(—l) =0 v
koK pary k

@ Transformation d'expressions trigonométriques
* Linéarisation de cosPsin?: On utilise les formules d'Euler puis on développe en utilisant la
formule du bindme, enfin on regroupe les termes pour faire apparditre des cos(ka) et sin(ka)

grdce aux formules d'Euler.

Zia \3 ia _ ,-ia 3
_@_\_,cos3a=[%j =%cos(3a)+%cosa et sin3a=(—ie] =—%sin(3a)+%sina

* Délinéarisation de cos(px) ou de sin(gx) : On utilise la formule de Moivre puis on développe le
membre de gauche en utilisant la formule du bindme puis on identifie les parties réelles et

imaginaires.

4. Sommes doubles
On considére une famille de nombres complexes (a;, j) doublement indexées par des entiers i et j

4.1 Somme sur un rectangle:

On suppose que (i, j) vérifie de maniere indépendante p<i<netq<j<m.

Définition et propriété : Soit E = [p, n|x[q, m], on note Z a; la somme des éléments de la

p<i<n
q<jsm
. n m m n
famille (ai )i j)<E. Ona Z a;= ZZ% = ZZGLJ-
psi<n =p J=q J=qi=p
g<j<m
Remargques :
. n m m n
Sip=q=1 > a;=>24;=> 234,

Si les deux champs d'indices sont indépendants alors on peut inverser I'ordre de sommation sans
modifier les bornes des sommes.
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4.2 Somme triangulaire

On suppose que les indices i et j ne sont pas indépendants et vérifient des inégalités du type

p<i<j<n ou p<i<j<n ou p<j<i<n  ouencore p<i<j<n

Définition et propriété :

® Soit E={(i,j).p<i<j<n} onnote > a; la somme des éléments de la famille (ai;)q j)<E.

p<isjsn

n n n J
Ona Y a; :ZZ% = ZZG.-,J-
p<i<jsn i=p j=i j=pi=p
@ Soit E={(i,j). p<i<j<n}onnote > g, lasomme deséléments de la famille (aij)ipee.
p<i<js<n
n-1 n n j-1
Ona 3 a; =22 a;= 2 Zai,j

p<i<js<n i=p j=i+1 j=p+li=p

Les autres cas s'en déduisent

de sommation, il faut modifier les bornes pour respecter les contraintes sur les indices.

5. Résolution de systémes linéaires en petite dimension, algorithme du pivot de Gauss
Def: Un systeme linéaire a n équations et p inconnues a coefficients dans K est un ensemble de

conditions de la forme :

QX +GppXp + .+ Gy X, = b,

=b
(S) GZI_XI i agzxz et 02p>.<p 2 . OG (ai,j)lsisn, 1<jp eK" et (bl yeees bn)E]Kn
QX + QX + .+ QX = by
= Exemples :
2x, -1 2y+3=0 y-z=1
(sl):{2x1‘3X2‘_4 (sz):{x‘_”; ‘2 (S,): {4x+3y +11z =2
T = X=9Y - 2x-y+4z=1
2x+y-3z=0 _3
(5,):7 x+3y+z=0 (55):{;+Y;z_2 )
-X+2y+4z=0 X=dy-ez=

Dans les cas particuliers de systemes linéaires a deux ou trois inconnues, I'ensemble des solutions
s'interpréte géométriquement comme la recherche d' I'intersection de deux droites ou de deux ou
trois plans. Ainsi, il peut y avoir une unique solution (un point), une infinité de solution (une droite
ou un plan) ou bien aucune solution.

Def : Soit (S) un systeme de n équations ou lignes notées LiLz,.., L3. On appelle opération
¢lémentaire sur les lignes (OEL) de (S), I'une des transformations suivantes

e La permutation notée Li«sL; est I'échange des lignes i et j.

¢ La dilation notée Li« AL; est la multiplication de la ligne L; par le scalaire % non nul.

e La transvection notée Lj« Lj*+AL; est I'ajout a la ligne L; d'un multiple de la ligne L,
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Proposition: Si on applique a un systéme (S) une OEL alors on obtient un systéme (S') équivalent a
(S), c'est a dire ayant les mémes solutions.

* Algorithme du pivot de Gauss : Cet algorithme consiste a appliquer des OEL a un systeme (S)
dans le but d'obtenir un systeme (S') équivalent a (S) et facile a résoudre

* On choisit une ligne contenant xi. Le coefficient de x; s'appelle le pivot (on essaye de choisir
comme pivot 1 ou -1).

e On permute cette ligne avec la premiére.

 On effectue des transvections pour éliminer x; des autres lignes

» On recommence en ignorant la premiére ligne.

* Si une inconnue n'est pas ou plus présente, on passe a la suivante.

A la fin de cet algorithme le systeme est dit triangulaire et sa résolution est immédiate en
remontant les lignes du systéme.

3628 20289 6 1319284257493 g o
1435267 4VF 2 ‘1'3;:';;::?% S romsica
g8 2 71T 6% 3035 50139+ 3
s O - i T S e
7 3% 64 19 338 \(355593832u1
O4 9 6¢824Y5¢G1 9!
215237248 8 2 43981x ]
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