PCsI2

Exercices - Chapitre 7-Ensembles, applications.

v A savoir refaire - ¢ Corrigé

® Ensembles
v 7.1 Soit A et B deux parties de E, on note I4 et I les fonctions indicatrices respectives de A
et de B. Déterminer les fonctions indicatrices de : E, &, AnB, AUB, A.

7.2 Soit A et B deux parties de E, on définit la différence symétrique de A et de B comme suit:
AAB-={xcE, xcAuUB et xgAnB}

a. Montrer que V(A,B)e( 9(E))?, AAB= (A mﬁ)u(Bm;) et représenter A A B sur un diagramme.
b. Déterminer R"ARR", J-0 ;2] A[1 o[, AAEet AAD.

c. Déterminer A A A puis résoudre dans #(E), AAX = &

d. Démontrer que [aag = [a + [z - 2x[axIg et en déduireque (AAB)AC=AA(BAC)

¢ 7.3 Discuter et résoudre dans 9(E) les équations suivantes, ot A et Be(E).
a. AuX =B b. AnX =B
Il est conseillé d'utiliser des diagrammes pour se représenter la situation.

7.4 Famille de parties

a. Ecrire I'ensemble de définition des fonctions suivantes : f(x) = 4/cosx+% et g(x) = In(tanx)

b. Montrer que R = U[—n,n] et {O} = ﬂ }ZL'Z ! 1{
n 2n+

neN neN”

@ Applications

v 7.5 f désigne la fonction sinus, déterminer
f(R) fY(R) f({o;ﬂ) 1) fY1L2l)  fUFOR])  FUF(O:n/2])  F(F(R.))

v 7.6 Soit A et B deux parties de E et feS(E, F).

1. Dans cette question E = F = R et f(x) = x?, déterminer f( [0, 2]), f([-3,2]) et f([-2,1])
2. Montrer que :

a. AcB = f(A)cf(B) b. f(AUB) = f(A)Uf(B)

c. f(AnB) < f(A)f(B). A-t-on égalité ?

v 7.7 Soit A et B deux parties de F et fed(E, F).
1. Dans cette question E = F = R et f(x) = cosx,
1 1

déterminer ([ -4,01), ([ -1, -%] et Fi([->, 2 1)

2. Montrer que :

a. AcB= fl(A) c f1(B) b. f1(AUB) = f(A)Uf(B)
c. f(ANB) = fFI(A)FI(B) d. fi(A)= f1(A)

¢ 7.8 Soit f:E>F, AcE et BcF.

a. Montrer que f(f(B)) c B et A c f(f(A))

b Trouver une application f et des parties A et B de R telles que : f(f(B)) = B et f(f(A)) = A
On pourra utiliser l'exercice 7.5

c. Montrer que VBe9(F), f(f(B)) = B ssi f est surjective

d. Montrer que YAe9(E), f1(f(A)) = A ssi f est injective
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7.9 Soit f :C—C définie par VzeC, f(z) = z% + z + 1.
a. Déterminer f(C), f(C*) et f(R).
b. Déterminer f1(C), f1(C") et f(R).
c. f est-elle injective ? Surjective ?

v 7.10 Pour les applications suivantes vérifier qu'elles sont bien définies puis dire si elles sont
injectives, surjectives, bijectives.

2 —
a. filR-R, x> xz i b. gR*>R?, (x, y) (2x + 3y x + 2y)
x2+
c. hR?>R?, (x,y)> (X - y,-2x + 2y) d. tIN=N, ni> 2n
e. :IN>IN, v(n) = n/2 si n est pair et f(n) = 0 si n est impair
£. 0 :C\{}>C\{}, 0(2) = 'ZZ—+I' g. © :C(R,R)-C(RR), O(f) = f

h. Déterminer les applications uov et vou. A quelle propriété du cours fait-on référence ?

7.11 Soit f :[0,1] - [0,1] définie par f(x) =1 - x si s€[0, %[ et f(x) = x—% si XE[% 1.
Montrer que f est bijective et préciser f.

¢ 7.12 On note D l'ensemble des nombres complexes de module supérieur a 1.
D->C
On considere f : 72+1 .
Z-
2z
a. Démontrer que f est surjective. Est-elle injective ?
b. Déterminer I'image de U par f.

¢ 7.13 Soit E un ensemble et f :E — E une application telle que fofof = f.
Montrer que f injective < f surjective.

v 7.14 Soit f:E — F une application. Montrer que: VA, Be9(E), f(AnB) = f(A)~f(B) < f injective

7.15 Soit f : E — F une application.

a. Soit Y une partie de F. Montrer que f(f "'(Y) )= Y n f (E).

Que se passe t'il si f est surjective ?

b. Soit A une partie de E et B une partie de F. Montrer que : f( Anf (B)) = f(A)nB.

¢ 7.16 Soit A et B deux parties fixées d'un ensemble E.

On définit |'application f de #(E) dans 9(A)xP(B) par vXeP(E), f(X) = (XA, XB).
a. Prouver que f injective < AUB = E

b. Prouver que f est surjective < AnB = &

v-¢ Quizz : Vrai ou faux ?

® Toute fonction strictement décroissante sur IR est injective.

@ Si une application n'est pas injective alors elle est surjective.

® Si une application est bijective alors elle est surjective.

@ L'application f :C—C définie par VzeC, f(z) = z* est surjective.

® Si f et g sont deux applications de E dans E telles que fog = Ide alors f ou g est bijective.
® La restriction d'une injection est une injection.

@ La restriction d'une surjection est une surjection.

Soit f :R—R, on peut déterminer f([0,1] seulement si f est bijective.

® Si f :R—R est une bijection alors f est continue et strictement monotone sur R.
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