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Evaluation des performances d’'un systeme asservi

Compétence

Résoudre :
- Performances d'un systeme asservi

Pour évaluer les performances d’'un systeme en connaissant sa FTBF, il est possible, al'aide de la trans-
formée de Laplace inverse, de tracer la réponse temporelle du systeme. Néanmoins, certaines perfor-
mances peuvent étre étudiées directement grace a la fonction de transfert, en boucle fermée ou en boucle
ouverte.

1. Formalisme et propriétés de la transformée de la place

La transformée de Laplace constitue un outil mathématique largement utilisé en ingénierie pour les
études des SLCI. Son utilisation permet :

- de manipuler aisément les équations différentielles de comportement des systémes ;

- derésoudre facilement les équations différentielles pour des entrées simples ;

- d’obtenir les principales performances des systemes sans calculer la réponse temporelle.

1.1. Rappel et définition

400
L(f(©)) =F(p) = f f(t)ePtdt avecp € Cett € R
t=0
Conditions d’Heaviside : f(07) = 0 ...%(Oﬂ =0

1.2. Transformées de Laplace usuelles

1.2.1. Calcul pour I'échelon unitaire A u(t)
1
Soit u(t) I'échelon unitaire défini par:
_(0sit<O0

u(t)_{lsitZO L t
Déterminons la transformée de Laplace de cette fonction : 0

I 1 1 1

[ 1xerae=-Lemge - (-1x1) -2

2o p p p

Remarque : Cette fonction est également appelée fonction de Heaviside ou fonction indicielle. Pour
rendre causale une fonction quelconque, on la multiplie par u(t). Une fonction causale est une fonction
telle que f(x) = 0 Vx < 0. (exemple : « sinus causal » : sin(t).u(t) )

1.2.2. Calcul pour une fonction exponentielle

Méme méthode pour la fonction exponentielle suivante :

f@) = e %u(t)

+00 +00 +oo

f eat x ¢t dt = f @t gr = — 1 _[e~@)] = q— (- x1) =
a+p 0 a+p pt+a

t=0 t=0
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Toutes les transformées de Laplace des fonctions usuelles sont regroupé dans le tableaux suivant :

Transformée de Laplace

Allure Fonction f(t Poles de F
o F(p) = L(F(0)) ®)
[ : t—>6(t)
0 t Impulsion de DIRAC 1 NA
A
— tf (6) = u(®) 1
0 >t Echelon unitaire Flp) = 0
il t—>f(t) = tu(t) _ 1 0
0 >t Rampe Flp) = p2 Double
{ t—>f(t) = t"u(t) F(p) = n! 0
0] t Fonction puissance p)= pt Diordren + 1
t—>f(t) = e *u(t) 3 ~
0 > Exponentielle F(p) = pta a
t—>f(t) = sinwt u(t) F _ _
‘% Sinus W) =y e
A
t—>f(t) = coswtu(t) F _ p '
J t Cosinus ®) p? + w? tjw
t—>f(t) = e"* sin wt u(t) Fp) = — @ L
Sinus amorti ® (» + a)? + w? atjw
t—=f(t) = e~ cos wt u(t) _ p+a o
Cosinus amorti Fp) = (@ + a)? + w? atjw

«j» est1'élément complexe tel que j2=-1.

1.2.3. Application

t
Quelle est la transformée de Laplace de f(t) = K (1 — e_?) u(t) avec K et 7 des réels strictement po-

sitifs ?

En distribuant il vient : L(f(t)) = L(K. u(t)) - L (Ke _g. u(t))

D’aprés ce qu’on a vu précédemment : L(K. u(t)) = K.L(u(t)) ==

etL (Ke_g.u(t)) =K.L (e_g.u(t)) =

Dol £ <K (1 - e‘i) u(t)) =K.(-

Kt
pT+1
T 1
+2)
pT+1 D

K
p
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1.3. Transformée de Laplace inverse

La transformée de Laplace étant bijective (propriété d'unicité), la transformée inverse existe et sera
nécessaire pour retrouver, a partir de 1'étude d'un systéme dans le domaine de Laplace, son comporte-
ment temporel (évolution de la sortie en fonction du temps).

f@© =L F®)
Connaitre la fonction de transfert H(p) d'un systéme
K ag+ap+-+a,p"

Hp)=—
®) P* bo + bip + -+ bap?

Permet de connaitre la sortie S(p) sil'entrée E(p) est connue. Comment revenir a la sortie temporelle
s(t)?

Remarque : On ne cherchera pas a mettre la fonction sous forme canonique pour trouver sa transfor-
mée inverse.

Pour calculer analytiquement la transformée inverse f(t) d'une fonction F(p), on procédera générale-
ment par décomposition en éléments simples de F(p), puis par identification de ces éléments simples a
des fonctions connues.

Exemple : soit un systeme régit par I'équation différentielle :
d?s

ds
6.5(t) + 5.%(0 + W(t) = e(t)

avec s(0) =0, s'(0) =0 et e(t) = 6.u(t)

Les conditions de Heaviside sont respectées, on peut donc écrire :
S®)(6+5p+p°) =E(p)

E(p) =2
=0

6

soit S(p) = m

On remarque que -2 et -3 sont des racines évidentes, on va donc décomposer de la maniere suivante :

S()—a+ B y _(oc+,8+y)p2+(5a+3ﬁ+2y)p+6a
p_p p+2 p+3 p(6 + 5p + p?)
6 . e
orS(p) = ST Par identification on trouve :
6a =6
S5a+38+2y=0
a+p+y=0
_1_3 ., 2
Dou.S(p)—p p+2+p+3

On peut donc en déduire a I'aide des transformées usuelles :

S(O) = w(O (1 — 372 + 26730)
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1.4. Propriétés et théoremes
Linéarité :

LOF(®) +ug(®) = AF(P) +uG(p) avec (A,p) € R?

Transformée d’'une dérivée :

df B
L E(t) = pF(p)

d2
L (d—t]; (t)> = p?F(p)

Transformée d’une intégrale dans les conditions d’Heaviside :

‘ _F(p)
£(from) =52

Théoréme de la valeur initiale :

Jim, f() = plggnw pF(p)

Théoréme de la valeur finale :

Jim f(t) = ,}L%L pF(p)

Théoréme du retard :

Soit f(t) une fonction dont la transformée de Laplace existe, f(t-T) est la méme fonction,
mais décalée (retardée) d'un temps T.

L(ft=T)) =e TPF(t)

Remarque : On utilisera les théoremes des valeurs finale et initiale lorsqu'on veut obtenir des infor-
mations sur la fonction temporelle f(t) mais qu'on ne souhaite pas déterminer la transformée inverse de

F(p).

2. Evaluation des performances a partir de la fonction de transfert

2.1. Stabilité

La stabilité est intrinséque au systeme et est totalement indépendante du type d’entrée auquel il est
soumis.

Etudions la réponse d’un systéme asservi dans le cas d’une perturbation impulsionnelle E(t) = &§(t)
soit E(p) = 1. Soit un systéeme de fonction de transfert H(p) :

H@) =22 avee D(p) = p=TI(p — ). TIp — p™. TIL(p — a)? + b7]

ol les p; sont les pdles réels (simples ou multiples) de D(p) et p; = a; + jb; les pdles complexes.
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On adonc S(p) = H(p) X 1. En réalisant la transformée de Laplace inverse, on obtient :

ta—l
s(t) = Ky Z @ K, z ePit + Ky Z thiePit + K, z e%" sin (bjt)

Le systéme converge (et donc est asymptotiquement stable) si s(t) tend vers zéro. Donc le systeme

est asymptotiquement stable si et seulement si :
pi<0;a2<0;a=0

Un systéme est stable si tous les pdles de sa fonction de transfert en boucle fermée sont a partie réelle
strictement négative.

On retiendra que cette condition est respectée dés lors que les signes des coefficients du dénomina-
teur sont identiques.
. . . s : . L 1,
Remarque : Bien que sa réponse a 'impulsion soit stable, un intégrateur pur > (pOle nul) est tout de
méme considéré comme un systeme instable puisqu’une entrée en échelon conduit a une sortie en rampe.

Pour mieux comprendre le role des poles de la FTBF, on représente ci-dessous I'allure de la réponse a
I'impulsion de Dirac d’un systéme selon la position des poles de sa FTBF.

. & ion &
Pseudo-pulsation % N

de la réponse croif;

Pile multiple INSTABILITE

INSTABLE

STABILITE

Péle simple

STABLE i
s(t) , :
. STABLE Péle s
% @ s(t) b st QPAH
1 t 5 i IN ?TABLE
\ g \ ‘ i t i
Péles ! \
conjuguiés . ® . / 0) Files
Péles \\ ’ Péles \‘ conjugués

1
]
conjugués ' | conjugués \
: | : . Re
- s A ) >
- : o T L P 4 e "
: i w\ . Péle simple i
' f I \S(T) INSTABLE !
1 ! I )
| & e r O
: I
i
)

4
s()| STABLE
1

Péle mulfiple >2
< s(f) INSTABLE
t

Amortissement de la réponse croit

Pdle double | r -
1 sth| INSTABLE s(t) INSTABLE
s(t)) STABLE | :

®--.
r
-

—~

=

2.2. Précision

Il est possible d’évaluer la précision d'un systeme uniquement :
si 'entrée et la sortie du systéme sont des grandeurs comparables (homogene);

- le systéme est stable.

E'(p) " S(p)

A (P) Fi(p) FRp)=— ¢ —

E(p)
—

M(p)
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La précision est caractérisée par I'erreur e,.(t), différence entre I'entrée e(t) (grandeur de commande)
et la sortie s(t) (grandeur commandée) :

ler () = e(t) —s(8)]

L’écart (t) est différent de 'erreur dans le cas général !

L’erreur statique e,. (ou erreur permanente) est la valeur de I'erreur quand le régime établi est atteint.

€rs = tl—i>5-noo er(t)

Sil'erreur en régime permanent est nulle, on dit que le systeme est précis.

Sinon, il faut comparer sa valeur avec une valeur maximale imposée par le cahier des charges du systeme
afin de conclure si elle est acceptable.

L’erreur se définit vis-a-vis du type d’entrée considérée. On distingue notamment :

- L’écart statique pour une entrée en échelon ;
- L’erreur de poursuite pour une entrée en rampe.

Erreur et erreur en régime permanent pour une entrée en Erreur et erreur en régime permanent pour une entrée en
échelon. rampe.
AN N
e(t)
e, (+x)
r

S(t

(t) {e - X

e
. —— s(t)

Régime Régime
transitoire  permanent

-
C gl

ey (t) Régime Régime
transitoire permanent -
-

Pour calculer I'erreur statique, on utilise le théoréme de la valeur finale :
ers = lim e, (t) = lim (e(t) —s(v)) = lim p(E(p) — S(p))

ers = gg}) p(E(p) — FTBF(p) X E(p))

€rs = lim PE(p)(1 — FTBF(p))

Ainsi il est possible de déterminer directement 'erreur statique en connaissant la FTBF du systeme.

2.3. Sensibilité aux perturbations

P
E'(p) £(p) P S(p)
A Fi(p) FBP) ¢ —

M(p)

E(p)
—

B €

Pour déterminer si un systéme est sensible aux perturbations, on détermine la FTBF du systéme en
perturbation en supposant que I'entrée est nulle, notée ici FTBE,(p).
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Pour déterminer FTBF,(p), on peut réorganiser le schéma bloc de sorte a mettre P(p) a gauche, et

supprimer E(p) :
P(p) S(®)
—)— R0 {c]—
]_ F1(p) B

Attention pour utiliser la formule de Black il faut les bons signes dans le comparateur !

Dans le schéma-bloc ci-dessus, on a:

F,(p)
1+ F(p) X F,(p) X B

FTBE,(p) = —C X

On calcule ensuite I'erreur statique qui doit étre nulle pour que le systeme soit insensible aux pertur-
bations.

ers = lim e (t) = lim —s(t) = lim, —pS(p)

t—+0o0

€rs = lplinm — pFTBF,(p) x P(p)

Théoréme de superposition :

Comme le systéme est linéaire, il vient :

S(p) = FTBF.(p)E(p) + FTBE,(p)P(p)

avec FTBF,(p) la fonction de transfert du systeme quand la perturbation est nulle.

2.4. Rapidité et dépassement

Dans le cas général, il n’est pas possible de caractériser la rapidité d’'un systeme ou la présence de
dépassements en connaissant uniquement sa fonction de transfert. Néanmoins, nous serons capables de
les étudier directement a partir de la FTBF pour certaines fonctions de transfert particulieres étudiées
dans la prochaine séquence.

3. Précision par la fonction de transfert en boucle ouverte

3.1. Rappel FTBO sous forme canonique

E(p) e(p)
ﬁ@—» FTCD(p)

FTCR(p) [€

S(p) M
> FTBO(p) = %5)) = FTCD(p)FTCR(p)

N




«w>e

,Nej Cours 03 -03 Séquence 3 - Analyser et modéliser des SLCI
Kgpo N
De plus, sous forme canonique la FTBO s’écrit FTBO = fo—(m
p“BOD(p)

Avec N(p) et D(p) des polynomes quelconques avec N(0) = D(0) = 1. K, est le gain statique de la
fonction de transfert, ag, la classe du systéme.

3.2. Tableau erreur-classe-entrée (a connaitre)

Nous allons remplir le tableau suivant donnant la précision d'un systéme en fonction de la classe de
sa FTBO et du type d’entrée. Par la suite il sera un résultat de cours et pourra étre utiliser sans démons-
tration. Attention cela n’est valable que pour la FTBO.

Classe agg Erreur statique &g Erreur de trainage &, Erreur en accélération g,
Pour e(t) = Equ(t) Pour e(t) = V t u(t) Pour e(t) = a t>u(t)
E
0 —9 0 (e's)
1 0 d
e (0.0]
Kgo
2 0 0 2a
Kpo
3 0 0 0

3.3. Démonstrations
Onavuque:
ers = lim PE(p)(1 — FTBF(p))
On peut montrer que tout systéme peut se mettre sous forme d’'un schéma-bloc a retour unitaire :

EM| 1 e(p) ) S(p)
—p— [ A B >
B(p) p).B(p)

Ainsi, en s’intéressant uniquement a la boucle :

E(p) £(p) S(p)
— FTBO(p) H—>
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L’erreur devient alors :

_ im o5y (1 FTBO(p)
érs = PRy PEP 1+ FTBO(p)
i oy (L FTBOG) — FTBO(p)
ers = lim pE(p) 1+ FTBO(p)

1
ers = lim pE(p) (—)
p-0

1+ FTBO(p)
— Kpo N@®)
or FTBO(p) = apor )
D’ou
o p*BoD(p)
ers = 1;{1’1}0 pE(p) <pa30D(p) + KBON(p)>

3.3.1. Erreur pour une entrée en échelon (premiére colonne)
Pour une entrée en échelon, la transformée de Laplace est :

Eo

E(p) = L(Ep.u(®)) = >

Ainsi

e = lim @ p™oD(p)
TS p*80D(p) + KpoN(p)

p—0 p 1%
e« = lim E p7roD(p)
™ oo \p®eoD(p) + KpoN(p)
N
p=0 p¥B0 + Kpo

eTS

En fonction de la classe :

E, .
s =——sia=0
1+Kpo

ers =0sia>1

3.3.2. Erreur pour une entrée en rampe (deuxiéme colonne)

Pour une entrée en rampe, la transformée de Laplace est :

Vv
E(p) = L(V. t.u(t)) =—

pZ
Ainsi _ |4 p**°D(p)
ers = lim Pz <paBOD(p) + KBON(P)>
v p“2°D(p)
ers = L}E}) 0 <paBoD(p) + KBON(p)>
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VpaBO—l

€rs im —————
p=0 p¥B0 + Kpo
En fonction de la classe:
es =0sia=0
es =——sla=1
Kpo
ers =0sia>2

3.3.3. Erreur pour une entrée en accélération (troisiéme colonne)

Pour une entrée en rampe, la transformée de Laplace est :

2a
E(p) = L(a.t>u(®)) = P

On montre de la méme maniére que :

es =0sia<1

ers =0sia=>3

3.4. Bilan

On remarque que la diagonale présente des valeurs définies pour les erreurs, la partie basse des er-
reurs nulles et la partie haute des erreurs infinies (systéme non stable).

10



